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INTRODUCCIÓN

Modelo teórico

La evaluación de las propiedades mecánicas de los medios
viscoelásticos es de interés en la medicina, donde se ha demostrado
que las propiedades biomecánicas del tejido a menudo se correlacionan
con su estado fisiológico (1), y en la industria, donde el conocimiento de
las propiedades mecánicas del medio permite predecir las propiedades,
apariencia, tratamiento y calidad de los polímeros (2), cementos (3),
pinturas o alimentos (4).

El propósito de este estudio es desarrollar un sistema mixto magnético-
ultrasónico que permita estimar los parámetros viscoelásticos de un
medio a partir del estudio del movimiento de una esfera introducida en
este medio. Este movimiento está provocado por una fuerza magnética.

Objetivos principales:

• Comprender el modelo teórico del desplazamiento de la esfera en un
medio incompresible, para el caso de un medio elástico y un medio
viscoelástico.

• Estudiar el efecto de la elasticidad y la viscosidad del medio, sobre la
dinámica del desplazamiento de la esfera.

• Desarrollar un sistema mixto magnético-ultrasónico que provoque
desplazamientos en la esfera y que, a partir de estos, estime los
valores de elasticidad y viscosidad del medio circundante.

• Obtener el valor de elasticidad y viscosidad de un phantom.

• Módulos de almacenamiento y de pérdidas (5):

𝐸𝐸(𝜔𝜔)∗ = 𝜎𝜎
𝜀𝜀

= 𝜎𝜎0
𝜀𝜀0

exp 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜎𝜎0
𝜀𝜀0

cos 𝛿𝛿 + 𝑖𝑖 sin 𝛿𝛿 = 𝐸𝐸(𝜔𝜔)′ + 𝑖𝑖𝐸𝐸(𝜔𝜔)′′

o Análogamente: 𝐺𝐺(𝜔𝜔)∗ = 𝜏𝜏
𝛾𝛾

= 𝐺𝐺(𝜔𝜔)′ + 𝑖𝑖𝐺𝐺(𝜔𝜔)′′

donde:
» 𝜔𝜔 es la frecuencia de oscilación
» 𝐸𝐸(𝜔𝜔)∗ y 𝐺𝐺(𝜔𝜔)∗ son los módulos complejos de Young y de cizalla
» 𝐸𝐸(𝜔𝜔)′ y 𝐺𝐺(𝜔𝜔)′ son los módulos de almacenamiento de Young y cizalla
» 𝐸𝐸(𝜔𝜔)′′ y 𝐺𝐺(𝜔𝜔)′′ son los módulos de pérdidas de Young y cizalla

• Modelo viscoelástico lineal Kevin-Voigt (5):

𝐺𝐺′ = 𝜇𝜇; 𝐺𝐺′′ = 𝜔𝜔𝜔𝜔

donde:
» 𝜇𝜇 es el módulo elástico de cizalla
» 𝜂𝜂 es el módulo viscoso de cizalla

• Ecuación del movimiento de una esfera en un medio
viscoelástico incompresible (6):

−𝛻𝛻𝑃𝑃 + 𝜇𝜇𝛻𝛻2𝑈𝑈 + 𝜂𝜂𝛻𝛻2
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝜌𝜌
𝜕𝜕2𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑡𝑡2

.
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• El desplazamiento de la esfera frente a una fuerza externa impulsiva
presenta una curva con dos zonas diferenciadas: una zona estática y
una zona transitoria con oscilaciones. La zona estática viene
determinada por la fuerza ejercida y el módulo elástico de cizalla. En la
zona transitoria, la frecuencia de oscilación aporta el módulo elástico
de cizalla, en el caso de un medio elástico.

• La elasticidad del medio influye en la frecuencia de oscilación y en la
amplitud del desplazamiento (Figura 2). La viscosidad del medio
provoca pérdidas, que se traducen en una atenuación de la oscilación
de la esfera (Figura 4).

• El algoritmo de optimización desarrollado ajusta la curva teórica de
desplazamiento (modelo teórico) a la curva experimental, para así
estimar los valores de µ, η y fuerza magnética.

• Se puede observar en los desplazamientos experimentales que la
zona transitoria coincide con el ajuste teórico, pero en la zona
estática aparecen vibraciones debidas a la propagación de ondas
transversales a través del phantom (Figuras 3 y 5).

• A la vista de los resultados obtenidos, este sistema presenta una
buena precisión para observar el movimiento de la esfera y para
estimar los parámetros viscoelásticos y la fuerza magnética.

• Considerando un medio elástico (𝜂𝜂=0), se obtiene la solución 
analítica de la Ec. 5, que describe el desplazamiento de la esfera 
frente a una fuerza impulsiva rectangular (6):

donde:  

» 𝜆𝜆1,2 = 3
2
−3± 5−8𝛽𝛽

1+2𝛽𝛽
» 𝐹𝐹0 es la fuerza externa 
aplicada
» 𝑅𝑅 es el radio de la esfera
» 𝛽𝛽 es la relación entre la 
densidad de la esfera y la 
densidad del medio
» 𝑡𝑡0 es la duración del pulso

• Desplazamiento en la zona estática (6):  𝑈𝑈0 = 𝐹𝐹0
6𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋

.

• Frecuencia de oscilación en zona transitoria (6): 𝑓𝑓 = 3· (𝜇𝜇/𝜌𝜌)
4𝜋𝜋𝜋𝜋

8𝛽𝛽−5
1+2𝛽𝛽

.

MATERIALES Y MÉTODOS

MODELIZACIÓN DE LA DINÁMICA DE UNA ESFERA EN EL SENO DE UN MEDIO 
VISCOELÁSTICO

MODELO TEÓRICO

Medio Elástico Medio Viscoelástico
• Considerando un medio viscoelástico (𝜂𝜂 >0), el desplazamiento 

de la esfera se expresa mediante la siguiente ecuación integral (6):

𝑈𝑈 𝑡𝑡 = −
𝑖𝑖𝐹𝐹0

12𝜋𝜋2𝑅𝑅
�
−∞

∞ 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑡𝑡0 − 1 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜔𝜔 𝜇𝜇 − 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 1 − 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑘𝑘2𝑅𝑅2 1 + 2𝛽𝛽
9

𝑑𝑑𝑑𝑑 ,

donde:
» 𝜔𝜔 es la frecuencia angular
» 𝑘𝑘 es número de onda complejo
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El funcionamiento del sistema mixto se
compone de los siguientes elementos:

• El sistema de excitación magnética
ejerce una fuerza impulsiva sobre la
esfera introducida en el phantom.

• El sistema de imagen por
ultrasonidos se encarga de
monitorizar la posición de la esfera a
lo largo del tiempo.

• El sistema informático controla y
ejecuta simultáneamente la excitación
magnética y la adquisición de señales
de ultrasonidos.

• Por último, el sistema informático
realiza el post-procesado de la señal
para obtener los parámetros
viscoelásticos del phantom.

Fig. 7 - Imagen del Sistema Mixto Magnético-Ultrasónico completo.
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Figura 2. - Curvas teóricas de desplazamiento de una esfera de 2 mm de diámetro, una fuerza externa 
de 1 mN, en medios elásticos (η=0) cuyos módulos elásticos de cizalla son 1000, 2000 y 3000 Pa

respectivamente.

Figura 3. - Curva experimental de desplazamientos de la esfera, curva teórica ajustada y 
valores calculados de viscoelasticidad y fuerza magnética. Experimento realizado con un 

medio elástico. 

Figura 5. - Curva 
experimental de 
desplazamientos de la 
esfera, curva teórica 
ajustada y valores 
calculados de 
viscoelasticidad y fuerza 
magnética. Experimento 
realizado con un medio 
viscoelástico. 
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Fig. 6 – Esquema de los elementos básicos del 
sistema creado.

Figura 1. - Curva teórica de desplazamiento de la esfera.

(Ec. 6)

Figura 4. - Curvas teóricas 
de desplazamiento de una 
esfera de 2 mm de diámetro, 
una fuerza externa de 1 mN, 
en medios elásticos (η=0) 
cuyos módulos elásticos de 
cizalla son 1000, 2000 y 
3000 Pa respectivamente
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