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Introduccién

Introduccidn

Objetivo
Desarrollar un método simple para la modelizacién de ceramicas simples y
transductores vibrando en modo espesor.

Contexto:
» 2° Grado de Telecomunicacion, Sonido e Imagen: Ultrasonidos
» Master en Ingenieria acustica: Ultrasonidos

Fisica:

» Elasticidad

» Electromagnetismo
» Acustica

Modelizacién:

» Sistemas ecuaciones acopladas en derivadas parciales.

» Algebra lineal bésica: producto matricial, calculo de determinante, célculo
tensorial.

» Transformadas de Fourier empleado resultados numéricos
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Introduccién

El transductor piezoeléctrico

Permite hacer uso del efecto piezoeléctrico para emitir/detectar ondas acusticas
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Elementos del transductor
Ceramica: material piezoeléctrico (elastico+eléctrico).
Capa trasera (backing), material elastico
Capa de acoplo, material elastico
Red de acoplo eléctrica, componentes puramente eléctricos
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El transductor piezoeléctrico

Obijetivo: Encontrar una matriz de transferencia total T

V] ol F
M L
dénde T viene dada por
| T Ti2
T= [ Ty To ] @

Para un sistema compuesto por N elementos:

n=N
T= H T, )

dénde T, es la matriz de transferencia del elemento n.

» Para un sistema simétrico 711 = T2
» Para un sistema reciproco, T11T22 — Ti2T21 = 1.

El transductor piezoeléctrico es reciproco pero no simétrico.
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Introduccién

El transductor piezoeléctrico

Modelo generalizado de matrices de transferencia
El sistema completo se caracteriza por una matriz de transmision total

T =TNTgTyT TrTyu4, (4)

dénde cada matriz representa un bloque.

' '
' '
' '
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H (mitad trasera) H
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' ani é .-
deimpedancia | | | de laceramica |  [*ecroToc (pr'rif:: ',fg:"";ﬁ 1| impedancia | 8
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Ceramica piezoeléctrica

Suponemos que el “backing” presenta una impedancia de carga Zj.
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El transductor piezoeléctrico

Modelo generalizado de matrices de transferencia
Matriz de transmision total

T =TNTgTyT TrTy4, (5)

T~ red de acoplo de impedancia eléctrica,

T r componentes puramente eléctricos de la ceramica piezoeléctrica,
T, transformador electromecanico,

T, mitad de la ceramica trasera con el “backing”,

T mitad de la ceramica delantera,

T4 capa de acoplo de impedancia.

Vamos por partes ...
El material piezoeléctrico

La ceramica piezoeléctrica
El resto de elementos
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El material piezoeléctrico

Elasticidad:

Las ecuaciones constitutivas son
T=c:S, (6
S=s:T, (7

—_ =

dénde

» T tensor de esfuerzos [Pa] (rango 2),

» S tensor de deformaciones [adimensional] (rango 2),

» c = s~ ! tensor de mddulos elasticos [Pa] / compliancias (rango 4).
y el producto interno de los tensores viene dado por

3
T = chi]‘klskl (8)

3
k=11=1

parai,j =1,2,30x,y, 2.
Lo mismo podemos escribir empleando la convencion de Einstein para los
indices repetidos como

Tij = CijriSm 9)
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El material piezoeléctrico

Electricidad:
Las ecuaciones constitutivas son
D=¢-E, 10)
E=03-D, 11)
(12)

donde

» E vector de campo eléctrico [V/m] (rango 1),

» D vector de desplazamiento eléctrico [C/m?] (rango 1),

» ¢ = 3! tensor de permitividad eléctrica [F/m], y su inversa (rango 2).
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El material piezoeléctrico

El material piezoeléctrico

Piezoelectricidad:

Efecto piezoeléctrico directo:

» Al aplicar un esfuerzo mecanico, para que se obtenga un equilibrio
de fuerzas el material se forma.

» Debido a la estructura de algunos cristales que poseen especial
simetria, al deformarse el material las cargas se distribuyen de manera
asimétrica.

» Aparece un campo eléctrico.

Efecto piezoeléctrico inverso:

» Al aplicar un campo eléctrico externo para que se obtenga el
equilibrio electrostatico aparece un desplazamiento eléctrico.

» Debido a la asimetria, el equilibrio solo se produce cuando el
material esta deformado.

» Aparece un campo esfuerzo mecénico.
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El material piezoeléctrico
Piezoelectricidad:
Las ecuaciones constitutivas de un material piezoeléctrico son
T =c"S - e'E, (13)
D:esE+eS. (14)
En notaci6n indexada:
Din = €y En + €imSi, (15)
S; = s5Tj + dig Em, D = epnEn + dim T, (16)
T; = c2S; — him D, Em = BinDn = himSs, (17)
Si = 2Ty + gim Do, B = BinDn — gimTi. (18)

E
T; = cijsj — eimEm,

Recordar que:

Pero por el contrario:
P, sT#sY e, BT (20)

Noé Jiménez — Modelado de ceramicas y transductores piezoeléctricos mediante TMM



El material piezoeléctrico

Expresion matricial
Por ejemplo, en tres dimensiones espaciales, el sistema de ecuaciones
constitutivas (13-14) para un material piezoeléctrico se puede desarrollar

como

[ S ] [ st sia si3 sta sis ste du diz dis [ Th ]
Sa sy Shy Shy  Shy  Shs  Shg do1 daz  dos Ty
S3 S5 Shy sky sk Shs  shs ds1 ds2  dss Ts
Sa sk sk sky  sky sks  shy da1 daz das Ty
Ss | = | st s stz st sk sk dsi dsa dss Ts
Se s61  Sé2 Stz Sta Sts St der dez des T
D, din diz des dis dis dis el el els Er
Dy do1 das des das das das €3 el el E;

L Ds | L d31 ds2 de3s dss dss dss 5?;1 53:2 553 1L Es |

dénde empleamos la convencion para las componentes numerales:
l=zz,2=yy,3 =22, 4=2y,5=yzy 6 ==zx.
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El material piezoeléctrico

El material piezoeléctrico

Modo espesor: Reduccion a una dimension:

B Consideramos vibraciones que se producen solamente en espesor,
ignoraremos lo que ocurre en otras direcciones, reduciendo el sistema
de ecuaciones a variaciones en la direccion x3. Asi, el sistema de
ecuaciones se reduce a

T3 = c53S33 — haz D3, (21)
E3 = 85, D3 — h33Ss. (22)

B La expresion matricial se reduce a

T33 | ey —has S3
e -l ] @)
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El material piezoeléctrico

El material piezoeléctrico

Constantes piezoeléctricas, elasticas y eléctricas

El célculo y conversién de unas constantes piezoeléctricas en otras puede
ser tedioso en un principio.

B Podemos escribir el sistema como
Ss | _ P —hss T T _ s53  ds3 133
Ds —hss ﬁ;}gg E3 dss3 E%ﬂs Es ’

B Nos permite relacionar las distintas constantes elasticas/eléctricas y
piezoeléctricas del sistema. Recuerda que:

A:[z Z}, Ailzth[ dc ;b], det(A) = ad — be,
o _

€33 d§3 egs s h:2a3
E D _ .E T s T _ _
C33 = C33 + oS 833 = 833 — —p, €33 = €33+ B’ B3s = B33 oD’
€33 833 33 33
h3 93 d3 g3
E _ .D 33 E _ 33 s T _ 933 _ 33
C33 = C33 — 35, S33 = 533 + » €33 = €33 5 B33 = Bz +
33 33 833 33
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El material piezoeléctrico

Dinamica del sistema: Cerramos el sistema con
B Balance de fuerzas: 2° Ley de Newton:

Ovs . 07133
Ppﬁ = D3’ (24)
» donde p, es la densidad en el material piezoeléctrico
» v3 es la velocidad de particula en la direccién zs.
B Deformacion unitaria:
En funcién del desplazamiento de particula, &,
_ 9%
S33 = B (25)
y la velocidad de particula
_ 9%
vs = (26)
la deformacién se relaciona con la velocidad de particula como:
9Sss _ 0 (06 _ 0 (06 _ Ovs (27)
at - 8t al'g - 8333 at - E)xg'
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El material piezoeléctrico

Dinamica del sistema
Si diferenciamos con respecto del tiempo las ecuaciones constitutivas,

8’!)3 o 8T33

PPW = Oxs (28)
T ) oD
% - Cgaﬁ T s 8t3’ (29)
Es _gsDs , Ovs
at rn ot % oxs (30)

Estas ecuaciones describen el sistema en la direccion z3.

» Suponemos que los otros médulos piezoeléctricos y elasticos son nulos
(cosa que no ocurre en una ceramica real).

» ¢ Como encontramos una solucion analitica?

Noé Jiménez — Modelado de ceramicas y transductores piezoeléctricos mediante TMM



El material piezoeléctrico

Soluciones analiticas:
B Las ecuaciones que rigen la dinamica son

81}3 8T33
— = 31
pp 8t 8./,33 ( )
Ts = c43S33 — hasDs, (32)
B Sustituyendo, obtenemos
61)3 D 8533 8D3
— = — h3g——— 33
Pp ot €33 o973 33 925 (33)
B Baja frecuencia:
» El sistema se comporta de manera similar a un condensador.
» La diferencia de potencial es aproximadamente constante.
» El gradiente del desplazamiento eléctrico es nulo D3 /dz = 0
B Ecuacién de ondas
0’6 , 0% ek
e cpa—x%, donde ¢, = pi; (34)

» El sistema soporta ondas longitudinales en la direccion del polarizacion.
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El material piezoeléctrico

Solucion general
La solucion general armoénica de la ecuacion de onda es

&3 = [Ch exp(ikpxs) + Co exp(—ikpxs)] exp(iwt) (35)

para una onda de frecuencia angular w.

Solucion particular
Necesitamos imponer condiciones de contorno:

Coémo cortamos el material piezoeléctrico
Qué elementos eléctricos acoplamos
Qué elementos mecanicos acoplamos
Cémo excitamos el sistema
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Ceramica

La ceramica piezoeléctrica

Elementos de la ceramica
Cortamos el material piezoeléctrico, e.g., disco A = TR?.

Ceramica, material piezoeléctrico

Electrodos, placas de metal conductor

Medio de carga, medio acustico (agua, aire, ...)
Medio trasero, medio acustico (aire, absorbente,...)

L Backing Carga
Fy F,
7, —
z, Vg vy,
_5, <«
-—>
Mecanico
il I/y / Eléctrico
Electrodos -«
%4
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La ceramica piezoeléctrica

Parametros
W Eléctricos
I = Z'(JJAD37 Vv :/ Egdz. (36)
0

» V, diferencia de potencial a ambos lados de la ceramica,
» I, corriente que atraviesa la superficie A, a una frecuencia w.

B Acusticos
0
Fp=TsA],,_, vp = % ; (37)
t x3=0
0]
FL=TyAl,,_,, L = ? (38)
t x3=L
» I, fuerza en la cara ¢,
» v;, velocidad de particula, en la cara .
w
Zp = PpCp, kp=—, (39)
Cp

» Z,, impedancia acustica caracteristica del material piezoeléctrico,
» kp, NUmero de onda cuando se propaga una onda de frecuencia w.
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Ceramica

La ceramica piezoeléctrica

B Sistema de ecuaciones: Sistema de ecuaciones diferenciales acopladas

Ovs _ 0T33

v _ 7 40
Pp ot Ozs (40)
T33 D ng 3D3
e PRy 'y 41
ot~ Bozy ot “1)
E3 S D3 8’1)3
=2 =85 " —hgz—. 42
ot =3 a0 " gay “2)
Funcién del tiempo, ¢, y espacio xs.
B Solucion particular: Sistema de relaciones algebraicas
AZ AZ h33
Fr = L z —=7 43
k itan(kpL) vE isin(kpL) B+ iw “3)
AZy AZ, hs3s
= =27 44
isin(kpL) ve ttan(kpL) ve iw (“44)
h h
V="Byp+ Bopr o1 (45)
iw iw 1Aegy

Funcién de la frecuencia w, evaluadas en dos posiciones, z3 = 0y x3 = L.
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Ceramica

La ceramica piezoeléctrica

Podemos expresar el sistema de forma matricial:

Fr, v,
Fg | =T3| vg |, (46)
1% 1

Donde la matriz que caracteriza la ceramica es
Zy/itan(kpL)  Zp/isin(kpL)  h3z/iw
Ts = | Zp/isin(kpL) Zp/itan(kpL) hss/iw |, (47)
h33/iw h33/iw 1/iwC§

dénde C§ = e5,A/L es la capacidad del condensador.

» ¢ Podemos reducir aun mas el sistema?
Si, si introducimos una relacion conocida en el puerto trasero (Fg y vp).
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La ceramica piezoeléctrica

Sistema de tres puertos: modelo de cerdmica aislada

Up Ur
—— ——
Puerto trasero FB T ':[‘3 T FL Puerto frontal
-—
%4

Puerto eléctrico

La ceramica nunca vibra aislada, si existe una relacién entre Fz y vp, podemos
reducir el sistema de tres puertos a uno de dos.

Modelo de dos puertos: modelo de transductor

Fylvy=2,
I v,
—— >
Puerto electrico |/ T T T FL Puerto frontal

La relacion Fg y vp viene dada por los materiales de la capa trasera.
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Ceramica

La ceramica piezoeléctrica

Finalmente, la ceramica estara caracterizado por una matriz T:

V] Fr,
]l )
Es mas, podemos expresar esa matriz como el producto de los elementos
que componen el sistema:

(49)

T = TpT, T, Tr = [ Ti1 Tie ] .

Tor  To2

Cada matriz tiene una interpretacion fisica.
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La ceramica piezoeléctrica
Componentes eléctricos de la ceramica piezoeléctrica

Suma en serie de dos impedancias concentradas, Zg. Las impedancias se
conectan en serie a la linea. La matriz se escribe como

L L 1 K2y sin(k,L)\ "

_— 1 o :

Tg = Zg | = iwC§ w2 Z, A ) (50)
0 1 0 1

SR L) I .

Ceramica
piezoeléctrica
(mitad trasera)

Ceramica piezoeléctrica

Ty
L1 J —>
a ma
' '
' - '
Red de acoplo | ! | Parte eléctrica | | ["ansformador plgze:;l’;"cﬁ e fciﬁnddee g
de impedancia | 1+ | de la ceramica P " v impedancia 8
eléctrica | piezoetéctrica (piezoeléctrico) (mitad frontal) ' adisticn &
' '
' '
N | N
' '
' '
' '
' '
' '
' '
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Ceramica

La ceramica piezoeléctrica

Transformador electromecanico
El transformador electromecanico, Ty, es modelizado mediante

T¢:[‘é’ 1%}, (51)

con la relacion de transformacion ¢ = 2hss sin(k,L/2)/wZ, A.

! H
H H
! H
1 Ceramica i
! piezoeléctrica H
' (mitad trasera) '
! H
. T, :
! H
—
R — It e 0
H .
Red de acoplo | ! | Parte eléctrica | | Transformador Cerémica | 1 f;‘;?od:e e
° (Cerdmica | g
de impedancia | 1 [ de la ceramica il (":I(Z:;',fﬁ:"gf) v | impedancia L | 8
eléctrica | ! | piezoelectrica | |(PlezoeIéctrico V| acustica g
H | H
:
.
H
H
H
H
1

Ceramica piezoeléctrica
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Ceramica

La ceramica piezoeléctrica

Mitad de la ceramica trasera

Suponiendo que el “backing” es perfectamente absorbente y no existen
modos de resonancia en él, Zg = pgcp, mitad de la ceramica trasera se
modeliza como

_— 1 0
S0 } | _zrizsimiy | s2)
+ 7, (Zp +iZytan(k,L/2))

e P e .

-

' '
' '
' '
i Ceramica '
H piezoeléctrica T | H
' (mitad trasera) '
' H
' H
' H
H H L
H ) : —>
F = F °
' '
Red de acoplo | Parte etéctrica | | Transformador Ceramica | 1 ;z:;:;;;e 2
' ac weramica | 2
de impedancia | + | de la ceramica y lectri F:.QZ::I:S:\Q:\E) ' impedancia |8
eléctrica 1 | piezoeléctrica (piezoeléctrico) H acustica El
' '
— — =
0 0
| '
| '
H '
H '
H '
H '

Ceramica piezoeléctrica
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Ceramica

La ceramica piezoeléctrica

Mitad de la ceramica frontal
La mitad de la ceramica frontal, T , se modeliza como

cos(kpL/2) 12, sin(kpL/2)

Tr= isin(kpL/2)/2Z;  cos(kyL/2)

(53)

que no es mas que una matriz de propagacién para una capa de espesor L/2.

Ceramica
piezoeléctrica
(mitad trasera)

T
Red de acoplo | ! | Parte eléctrica | | Transformador Ceramica Cap? d; 2
de impedancia de la ceramica ioz06lé t’n I E)r‘neilz::lfér;:a:ﬁ i:;z%;)nc?a 8
eléctrica piezoeléctrica (piezoeléctrico) acustica S

S e RN
[
SR e

Ceramica piezoeléctrica
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Transductor

Matriz de propagacion

Cuando disponemos de una capa de material elastico, podemos relacionar la
fuerza en ambos extremos de la capa (F,, F,+1) con la velocidad de
particula (u.,, un+1) empleando una matriz de transferencia,

v, (%

n -_ n+1
£ T, | 1F.
que escribimos como
{F”]:TH[F"H]. (54)
Un Un+1
La matriz de transmision viene dada por
| cos(knLn) 17y, sin(knLy)
T = { isin(knLn)/Z.  cos(knLn) | (55)

dénde k., es el nimero de onda y Z,, = pnc, A la impedancia.

» Pueden ser complejos si el material tiene pérdidas.
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Transductor

Capa de adaptacion de impedancia
La capa de acoplo de impedancia, T /4, s& modeliza como

COS(I’C)\/4L)\/4) ’LZ;\/4 sin(k)\/4L)\/4)

T =
A4 isin(k,\/4LA/4)/Z;\/4 COS(k/\/4LA/4)

dénde k4, ZS\/4 y L4 son respectivamente el nimero de onda la impedancia
mecanica y el grosor de la capa de adaptacion de impedancia respectivamente.

R LN | N

H '
H '
H ) '
' Ceramica '
! piezoeléctrica |
' (mitad trasera) '
H '
H '
I . v T
1, ! ) 1
o— —1 — F
B '
' . N Capa de 2
i . Transformador Ceramica 1 &
e mpedania | | o coramica én plezoetecrica | 1 | "0 £
eromecar impedancia S
eléctrica | ! | piezoeléctrica | | (Piezoeléctrico) (mitad frontal) f o | 7 castica g
' '
— i - -
'
'
'
'
'
'

Ceramica piezoeléctrica
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Transductor

Elementos eléctricos
Matriz de propagacion eléctrica:

Vi Vi
Tl=Ta | M (87)
1, n I, n+1
» Elementos en serie: Componentes electronicos con una impedancia Zs
1 Zs
Ts = . 58
=0 = (58)
: Ceramica '
H piezoeléctrica H
' (mitad trasera) :
I Ty E H u,
= — - l ] |-
Red de acoplo E Parte eléctrica Transfurmédnr vCerérr_\ica‘ E ;:(:)‘;Tud;e g
de impedancia | 1 | de la ceramica " P ple_zoelecmca v impedancia 8
eléctrica | ' | piezoeléctrica | | (Piezoeléctrico) (mitad frontal) | 3| % custica s
o H - o L.

Ceramica piezoeléctrica
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Transductor

Elementos eléctricos
Matriz de propagacion eléctrica:

Vn _ Vn+l
=Tx ; (57)
I, n I, n+1
» Elementos en paralelo: Componentes electrénicos con una impedancia Zs
1 0
Ts = . 58
= 1z 1 (58)
: Ceramica '
H piezoeléctrica H
' (mitad trasera) :
I TN E E Uy
= — - l ] |-
Red de acoplo E Parte eléctrica Transfurmédnr vCeréIrr_nca‘ E ;:(:)‘;Tud;e g
de impedancia | 1 | de la ceramica " P ple_zo:'ecmc‘a v impedancia 8
eléctrica | ' | piezoeléctrica | | (Piezoeléctrico) (mitad frontal) | 3| % custica s
— L - L o

Ceramica piezoeléctrica
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Transductor

Elementos eléctricos
Matriz de propagacion eléctrica:

Vn+l

Vn
Iny1

In }:T"

» Transformadores: factor de transformacion ¢

=[5 1), (58)

R I

'
'

' -

1 Ceramica

: piezoeléctrica
' (mitad trasera)
'

'

'

'

'

Ty

I T u,
o— 1 — —] —
' '
- '
Red de acoplo : Parte eléctrica Transformador Ceramica H ;:;‘;Tud;e g
, weramica | 3
de impedancia | 1 | de la ceramica ezolact ?r:ei‘z::l'?;::;a) | impedancia 8
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Resultados

Matriz total
\% Fy, Ti1  Ti2 Fr,
=T = , 59
Impedancia eléctrica:

La impedancia eléctrica es el ratio entre tension e intensidad

Zin(w) = %, (60)

Para calcularlo, debemos conocer la impedancia de radiaciéon

Zu(w) = 15 ay

Suponemos que Z;, = prcr, lo que es cierto para discos grandes krp R > 1.

_ TuZp+Tie

Z; = .
in() To1Z1 + Toa

(62)
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Resultados

Matriz total

|4 Fr, T The Fr,
=T = 63
AR AR e 9
Funcion de transferencia en emision
El generador presenta una cierta impedancia de salida Z. Asi, obtenemos

. _ 7L (64)
\% (T Z +Th2) + Zg (Te1Z1 + Ta2)
Funcidn de transferencia en recepcion
El sistema ultrasonico es reciproco, por lo que puede ser empleado empleando el
efecto piezoelectrico inverso
14 27
= R (65)

Fr, (TuZp + Ti2) + Zr (To1 Zp, + To2)’

dénde V es el voltaje en recepcién sobre una impedancia Zg situada en el puerto
eléctrico del sistema.
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Resultados

Respuesta del transductor a una excitacion

Es posible obtener la respuesta al impulso del sistema h(t). Ello se consigue
simplemente realizando la transformada de Fourier inversa de la funcion de
transferencia como

Esta operacién cominmente se lleva a cabo numéricamente empleando la
transformada de Fourier rapida (FFT).
Ademas, podemos convolucionar la respuesta del sistema con una excitacion,

p(t) = V(t) * h(t) = /Ot V(t)h(t —t)dt'. (67)
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Resultados

Ejemplo de respuesta: Vibracion de una ceramica PZT26, radiando en agua.

60 =30
- 3
S.40 £ 20
N 5
@ 20 210 L
0 A & o
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
f [MHz] f [MHz]
50 |
=
= 0 ~ =
) " =0
E -50 ¢ >
-100 -
1 2 6 0 5 10 15 20
t(us)
100 20
F
o
= 0
&
= -20
3 4 5 6 0 5 10 15 20
f [MHz] t(us)

L =1mm, R =30mm,el; . =1300, s55 = 20e — 12Pa’!, d33 = 330e — 12 pp, = 7700 kg/m°.
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Conclusiones

Se ha obtenido un modelo analitico:
» Vibracién de la ceramica piezoeléctrica
» Vibracién del transductor piezoeléctrico

Se han desarrollado conceptos de:
» Elasticidad
» Electromagnetismo
» Acustica

Modelizacion:
» Sistemas ecuaciones acopladas en derivadas parciales.
» Algebra lineal: producto matricial, clculo de determinante, calculo tensorial.
» Transformadas de Fourier empleado resultados numéricos
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