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RESUMEN

En los dltimos afios se han desarrollado miiltiples técnicas para la caracterizacion ul-
trasonica de productos hortofruticolas en procesos postcosecha. Todas ellas han de-
tectado parametros acisticos macroscépicos comunes: una baja velocidad de propa-
gacion y una gran absorcién. El presente trabajo presenta un modelo numérico para
la simulacién acustica de tejidos vegetales en dominio temporal. Dicho modelo de-
scribe correctamente las especiales caracteristicas de propagacion de las ondas detec-
tadas experimentalmente en estos tejidos bioldgicos, poniendo de relieve la necesi-
dad de utilizar caracteristicas eldsticas dependientes de la frecuencia, en concreto el
médulo de Young dindmico. Por otro lado, el trabajo recopila diferentes métodos
numéricos basados en diferencias finitas en dominio temporal para desarrollar sim-
ulaciones acusticas en medios heterogéneos, describiendo su implementacion en los
sistemas de coordenadas cartesiano, polar, cilindrico y esférico.

Abstract

In recent years many techniques have been developed for ultrasonic character-
ization of fruit and vegetables in postharvest processes. All have found common
macroscopic acoustic parameters: a slow propagation speed and a large absorption.
This paper presents a numerical model for simulating acoustic plant tissues in time
domain. This model correctly describes the special characteristics of wave propa-
gation experimentally detected in these biological tissues, emphasizing the need for
elastic frequency dependent characteristics: the dynamic Young’s modulus. In addi-
tion, work is a compilation of different numerical methods for acoustic simulations
in heterogeneous media, describing its implementation in cartesian, polar, cylindrical
and spherical coordinate systems.

NOE JIMENEZ

email: nojigon@upv.es. Fecha de entrega: 04-12-2009
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Capitulo 1

INTRODUCCION

Hasta el momento, la propagacién de ondas acusticas en tejidos vegetales ha sido
estudiada mediante técnicas experimentales. Asi, tan solo conocemos ciertas carac-
teristicas macroscopicas de los fendmenos existentes en la dindmica de estos medios
heterogéneos a frecuencias ultrasénicas como son la velocidad de propagacién y la
atenuacion de la onda al atravesar un cierto tejido. La solucién analitica de estos
problemas de propagacién en medios heterogéneos es siempre la opcién mds pre-
cisa, pero solo es posible para geometrias sencillas que en la mayoria de casos se
alejan de la realidad. Asi, la alternativa es optar por una solucién aproximada del
problema obtenida mediante métodos numéricos.

En este trabajo se pretende disefiar un modelo numérico para la propagacién de
ondas elasticas en tejidos vegetales que se ajuste a las caracteristicas de propagacién
medidas experimentalmente. Asi, este modelo puede revelar parte de la naturaleza de
los fenémenos acusticos en dichos medios bioldgicos, ayudando a la comprension de
sus caracteristicas. Ambos aspectos son necesarios para el desarrollo de nuevas téc-
nicas acusticas de caracterizacién de medios biolégicos en campos como la imagen
médica, ensayos no destructivos en ingenieria, procesado de alimentos, etc.

Como ultimo objetivo, este trabajo pretende también hacer una recopilacion de
los modelos mds comunes para la propagacién de ondas actisticas y eldsticas en
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2 INTRODUCCION

medios heterogéneos y su implementacion en diferencias finitas en dominio de tiem-
pos. En dicha recopilacién se desarrollan los modelos numéricos en coordenadas
cartesianas, polares, cilindricas y esféricas con motivo de servir de referencia a tra-
bajos posteriores. Los métodos numéricos implementados se basan en diferencias
finitas en dominio temporal (FDTD). Dichas aplicaciones numéricas serdn imple-
mentadas para distintos modelos fisicos de medios heterogéneos: En medios fluidos,
so6lidos eldasticos, sélidos con pérdidas y descriptivamente en sélidos viscoeldsticos y
medios porosos.



Capitulo 2

CITRICOS

2.1 Citricultura: la situacion actual

Los citricos son una parte indispensable de la dieta humana, asi como una impor-
tante fuente de fibra, vitaminas, minerales y muchos otros componentes importantes
para la salud humana (Hui, 2006). Se cultivan por sus frutos, de agradable sa-
bor y sin semillas, que se consumen preferentemente en fresco, aunque también se
comercializan en forma de zumo (concentrado, fresco, pasteurizado, etc), merme-
ladas o jaleas. Asf, el cultivo de citricos tiene un gran impacto comercial, agricola,
econdmico y social a nivel mundial. Actualmente la citricultura representa la mayor
produccién agricola de frutas en cuanto a toneladas de produccién (FAO/FAOSTAT,
2009), (Fig. 2.1). El cultivo de citricos mundial estd liderado por Brasil, aunque en
los ultimos afios China se presenta como un gran competidor. Después de Estados
Unidos, Espaiia ocupa el 4° puesto con una produccién en 2007 de 5.1 millones de
de toneladas de citricos (Fig. 2.2). El 51% de la produccién total en nuestro pais es
de naranjas, el 38% de clementinas y el 10% de limones.

La mayor parte de la produccién de citricos se cultiva en la comunidad valenciana,
teniendo una indicacién geografica protegida denominada citricos valencianos (IGP,
2009). En dicha denominacién se incluyen las variedades mas cultivadas asi como
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4 CITRICOS

otras de especial interés tanto por factores histéricos, biolégicos y culturales. Las
tres variedades mas cultivadas en 2008 en la comunidad valenciana son las naranjas
Navelina y Lane Late y la clementina Clemenules. Ademads, se cultivan muchas otras
variedades de citricos entre las que podemos destacar Valencia Late, Washington
Navel, Orogrande, Nova, Marisol, Ortanique, Clemenpons, Hernandina, Salustiana
y otras 24 variedades con menos volumen de produccién (IGP, 2009).

Producciéon mundial de frutas

B Citricos

BSandias

OBananos

BUvas

B Manzanas

OPlatanos

BMangos, mangostanes y guayabas
BOtros melones (incl. cantal.)

OResto de frutas

Figura 2.1: Comparativa de la produccién mundial de frutas, (FAO/FAOSTAT, 2009)
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Figura 2.2: Principales paises productores de citricos, (FAO/FAOSTAT, 2009)

2.2 Morfologia del fruto

El andlisis de la estructura del fruto es necesario para conocer la distribucién de las
diferentes zonas heterogéneas en la naranja. Describiremos asf las propiedades fisi-
cas de los tejidos que la componen como densidad y elasticidad, ademas de otros
pardmetros que describen la propagacién de ondas mecdnicas en dichas frutas. Asi,



METODOS PARA EL CONTROL DE LA CALIDAD POSTCOSECHA DE NARANJAS 5

centraremos el estudio de la anatomia y morfologia del fruto en la especie vegetal
Citrus Sinensis (L.) Osb. del género Citrus, familia Rutaceae, o cominmente cono-
cida como naranjo dulce.

El fruto del la naranja dulce es una baya que toma el nombre de hesperidio
(Fig. 2.3). En él se distinguen varias zonas claramente diferenciadas por sus fun-
ciones biolégicas y por su naturaleza fisica. En la parte mds exterior del fruto se
encuentra la corteza exterior (exocarpo) llamada flavedo. Dicha capa presenta una es-
tructura sélida con un alto contenido en agua, es del orden de unos pocos milimetros
en el fruto maduro y toma el color naranja caracteristico del fruto. Estd compuesta
por una epidermis de unas pocas filas de células y una hipodermis en cuyo interior
existen multitud de vesiculas de aceite de unos 0,5 mm de didmetro (Fig. 2.3). Hacia
el interior se encuentra otra capa claramente diferenciada, el mesocarpo, que en la
naranja toma el nombre de albedo. Es una estructura sélida porosa de color blanco
del orden de unos 5 mm, en cuyo interior se encuentran gases debidos a la respiracién
del fruto (Fig. 2.3). La porosidad del flavedo aumenta hacia el interior de la fruta. El
endocarpo estd compuesto de la pulpa y presenta tricomas con jugo. Dichos gajos se
encuentran unidos por una columna central de caracteristicas mecdnicas similares a
las del albedo (Fig. 2.3).

Como podemos apreciar, el fruto de la naranja estd compuesto por tejidos veg-
etales de estructura compleja, constituidos principalmente por 80 a 85% de agua y
aceites en glandulas localizadas, existen espacios intercelulares en el que se confinan
gases, La composicién total de sélidos es de un 12 a 15%, asi como de entre un 5 a
7% de acido citrico dependiendo de la especie.

2.3 Métodos para el control de la calidad postcosecha de naranjas

2.3.1 Fisiologia postcosecha

Para la descripcion de las técnicas de control de calidad postcosecha de productos
vegetales es necesario caracterizar la fisiologia postcosecha de los frutos. La fisi-
ologia describe los procesos que desarrollan los vegetales después de ser separados
de la planta, puesto que estos siguen atn vivos después de ser cosechados. La fruta
cosechada continda respirando, madurando y en algunos casos iniciando procesos
de senescencia (sobremadurez), lo que implica cambios fisiol6gicos, bioquimicos y
estructurales que son especificos de cada especie. Asimismo, el producto cosechado
estd constantemente expuesto a la pérdida de agua debido a la transpiracién y a otros
fendmenos fisioldgicos y ambientales.

Podemos clasificar en funcién de indicadores fisico-quimicos los cambios que
sufre el fruto como:

» Firmeza: cambios en el metabolismo de la pared celular, degradacion.
= Color: sintesis de carotenoides y otros pigmentos, degradacion de clorofilas.

= Sabor: aumento de azucares/hidrolisis de almiddn, disminucién de 4cidos.
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Figura 2.3: Anatomia de la corteza de la naranja, variedad Navelina. Fotografias tomadas
mediante histologia, barras 150 ym (Katina, 2007).
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= Aroma: Sintesis de compuestos voldtiles, metabolitos secundarios.

= Respiracion y tasa de produccién de etileno.

Tecnologia postcosecha: control de calidad La tecnologia postcosecha trata de
mantener la calidad del producto vegetal durante todo el proceso de comercializacién
ya que dichos productos bioldgicos son perecederos. Asi, la tecnologia postcosecha
tratard por un lado de monitorizar los procesos fisioldgicos existentes en el fruto, y
por otro de buscar tratamiento a los problemas detectados como pueden ser el pro-
longar el tiempo de conservacion, ralentizar el proceso de maduracién postcosecha,
inhibir el crecimiento de agentes patégenos, etc.

Existen multiples técnicas para la monitorizacion de la calidad de productos hortofruti-
colas y cada una de ellas se basa en la medicién de un pardmetro fisico-quimico en
busca de encontrar una correlacién con algtin indice fisiolégico como los mostrados
anteriormente. Los indices mds comunes medidos en la tecnologia postcosecha de
frutas son:

a) Indices fisicos de calidad postcosecha

= Tamaiio y volumen: El calibre de la naranja es el indice mas simple de todos
por su facilidad de medicién en los procesos postcosecha, se tienen en cuenta los
didmetros longitudinales y transversales que varias en funcién de la variedad.
Aun es tomado como criterio de calidad, el tamafio de la fruta no es un indice
objetivo del estado del fruto ya que guarda una escasa relacion con la madurez
de la fruta, dependiendo mas del estado nutricional de la planta (Ladanyia and
Ladaniya, 2010).

= Masa: La medida de la masa se mide a intervalos regulares después de la
cosecha y es ttil sobre todo para estimar la pérdida de humedad de ésta du-
rante el almacenamiento, siendo un indicador del estado del fruto. La masa
de la naranja y sus variaciones guardan una relacion clara con el porcentaje de
zumo (Ladanyia and Ladaniya, 2010).

= Porcentaje de zumo: A partir de la medida del contenido de zumo al exprimir
la fruta se puede obtener el porcentaje de zumo como el cociente entre éste y
la masa total de la fruta. El porcentaje disminuye con el tiempo postcosecha y
dichas pérdidas estdn altamente relacionadas con la pérdida de humedad.

= Espesor de la corteza: Se suele medir pelando el fruto, no cortdndolo. Por
supuesto varia en funcién de la variedad pero es un buen indicador del estado
de hidratacién del fruto.

= Firmeza: La firmeza es un importante indice del estado fisiolégico del fruto,
ademds de guardar una estrecha relacion con la calidad del producto para el
consumo. Se puede medir la resistencia a la penetracién, a la compresion, a
impacto y por medios acusticos.

= Penetrometria: Cuando el fruto se vuelve blando, la firmeza de este disminuye,
por lo que podemos medir la firmeza por medio de la resistencia a la penetracion
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de la piel. El ensayo mds empleado es el test de firmeza Magness-Taylor. Asf,
podemos medir la fuerza necesaria para romper la epidermis y atravesar la glan-
dula de aceite de la corteza de las naranjas. Cuando usamos penetrometria para
medir la firmeza necesitamos conocer el tipo de instrumento, las dimensiones y
geometria de la sonda, la profundidad de penetracion y la tasa o velocidad de
carga (Ladanyia and Ladaniya, 2010).

Ensayos esfuerzo-deformacion: La limitacion de la penetrometria viene cuando
existe en el fruto una rapida pérdida de humedad debido a condiciones atmos-
féricas calurosas y secas. Si esto ocurre la piel se seca rapido y se vuelve mucho
mds firme, por lo que el test de penetracion puede ofrecer resultados erréneos,
ya que la firmeza disminuye con el tiempo (Ladanyia and Ladaniya, 2010). Por
ello Abbott (1999) sugirié medir la firmeza por medio de test de compresion.
Actualmente existe una recomendacién internacional seguida por la mayoria
de ensayos recogidos en la bibliografia para productos horticultoras de forma
convexa (Standard et al., 1998). Asi, se puede estimar la firmeza de la fruta
como la fuerza necesaria para comprimir la fruta una distancia concreta. Asf,
se sitda la naranja entre dos placas de metal y sobre una de ellas se carga una
fuerza a velocidad constante hasta comprimir unos milimetros la fruta, de man-
era que la fuerza es proporcional a la firmeza (Singh and Reddy, 2006b). De
la misma manera también es comun realizar ensayos de elasticidad transversal,
de relajacién y otros ensayos mecdnicos similares a los practicados en sélidos
elésticos.

Métodos aciisticos: Se puede estimar la firmeza de frutas por medios s6ni-
cos en funcién de la deteccién de resonancias actsticas en el espectro audible,
aunque en el caso de las naranjas estos métodos no han sido todavia aplicados
(Olmo et al., 2000). En el caso de usar frecuencias ultrasénicas, se ha prop-
uesto la medida de la velocidad de propagacion y la atenuacion de la onda en
la corteza de la fruta como indicador de la firmeza de la naranja, aunque este
método esta en desarrollo (Camarena et al., 2007).

Colorimetria: Se realiza por medio de dispositivos dpticos para la medida de
color. Los pigmentos de color verde de la naranja (clorofila) van desapareciendo
en el proceso de maduracion, emergiendo otros denominados cartenoides que
le dan al fruto su color naranja caracteristico (Olmo et al., 2000). Ya que la
naranja es un fruto no climatérico (solo madura en el arbol), la produccién de

Figura 2.4: Penetrometro comtn em-
pleado para el test Magness-Taylor.




METODOS PARA EL CONTROL DE LA CALIDAD POSTCOSECHA DE NARANJAS 9

Figura 2.5: Colorimetro portable, medidor de brillo (glossmeter TRI gloss BYK) y cromaté-
grafo de gases.

cartenoides se puede acelerar aplicando desverdizacion en una atmésfera mod-
ificada con etileno sin modificar los procesos de maduracién interna del fruto
(Jiménez-Cuesta et al., 1982). También para determinados procesos se real-
iza colorimetria de los sacos de zumo. Existen en el mercado desde sencillos
colorimetros portables hasta instrumentos cientificos de alta precision.

= Brillo: La piel de la naranja se distingue por poseer un brillo caracteristico
debido a su corteza rugada. Existen instrumentos 6pticos para medir esta indice
de calidad mediante la reflexién de la luz incidente (Ladanyia and Ladaniya,
2010).

b) Indices quimicos de calidad postcosecha

= Acidez total titulable: Se determina mediante medidores de pH. La acidez de
la naranja se debe fundamentalmente a los acidos citricos, aunque también hay
pueden existir cantidades infimas de otros dcidos. El contenido de acido es
alto cuando comienza la maduracion de los frutos y decrece a medida que ésta
avanza (Ladanyia and Ladaniya, 2010).

= Sélidos solubles totales (SST): En los frutos de los citricos, entre el 75 y el
85% del total de sdlidos solubles son azicares, ademds de acido citrico y sus
sales, compuestos de nitrégeno y demds sustancias solubles. El total de SST se
mide en °Brix y normalmente estd entre 5 y 15 °Brix. Los SST se miden por
medio de un refractémetro que se basa en el principio de la refracciéon de la luz
para la medicién de concentraciones de sustancias en soluciones acuosas. Asi,
el dngulo de refraccién muestra la concentracién de los sélidos disueltos en él
liquido (Ladanyia and Ladaniya, 2010).

= Relacién SST/Acidez: Ya que el sabor de la naranja viene determinado por la
relacion de SST con la acidez mds que por la magnitud de cada uno de ellos,
a menudo se usa este cociente como indice de calidad postcosecha. Asi, se
considera dptima una relacién de 10:1 SST/acidez. Este indice se usa también
como medida de la madurez en la fase de cosecha.

¢) Indices fisiolégicos de calidad postcosecha
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CITRICOS

= Tasa de respiracion: La propia respiracién del fruto estd relacionada con los
procesos metabdlicos de este y guarda una estrecha relacién con el tiempo de
vida util del fruto. Se puede mediante analizadores de infrarrojos en funcién de
los mg de CO2 producidos por hora y por kg de fruta y es importante su control
sobre todo en procesos como atmodsferas modificadas (Ladanyia and Ladaniya,
2010).

= Tasa de produccion de etileno: Todas las frutas producen esta hormona vege-
tal. Los citricos son frutos no climatéricos y por tanto producen poca cantidad
de etileno en la maduracién (<0.1uL/kg-h a 20°C) (Ladanyia and Ladaniya,
2010). Atn asi, pueden ser medido con mucha precisién mediante cromatografia
de gases 0 con menos pero con una mayor aceptaciéon comercial por medio de
detectores electroquimicos o simplemente reactores quimicos portables.

d) Otros ensayos de calidad

= Se pueden analizar los aspectos internos de los frutos mediante técnicas elec-
tromagnéticas, desde el espectro visible (colorimetria comun) hasta rayos-X y
tomografia (Bellon, 1993), asi como por resonancia magnética (Chen et al.,
1989) para disefiar sistemas de deteccidn y clasificaciéon de naranjas.



Capitulo 3

CARACTERIZACION ULTRASONICA DE
TEJIDOS VEGETALES

Como hemos recapitulado en la seccién 2.3.1, son numerosos los métodos de moni-
torizacién de calidad en frutas y hortalizas, pero la mayoria de ellos precisan de un
ensayo destructivo, por lo que no pueden ser aplicados a todas las frutas y hortal-
izas de una cadena de produccién. Tan sélo se aplica comercialmente la seleccién
por tamafio, peso y la colorimetria como ensayos no destructivos. Ante esta necesi-
dad, en los ultimos afios se vienen desarrollando técnicas actsticas que hacen uso de
ondas elésticas en los tejidos vegetales en las que se buscan correlaciones entre un
parametro actstico medido experimentalmente y un indice fisiolégico que ofrezca
informacion acerca del estado del fruto.

3.1 Dispositivos ultrasonicos para la caracterizacion de frutas y hor-
talizas

Existen multiples publicaciones que describen ensayos para la generacién y detec-
cion de ondas ultrasénicas en tejidos vegetales como los propuestos para aguacate y
mango (Mizrach, 2000); para manzanas (Bechar et al., 2005) y (Kim et al., 2006);
para patatas (Cheng and Haugh, 1994; Solos, 1998); en zanahorias (Nielsen and

Simulacion de tejidos vegetales mediate diferencias finitas. 11
Noé Jiménez, © 2009 Universitat Politecnica de Valéncia
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Emisor Muestra Receptor
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Figura 3.1: (Arriba) configuracién de ensayo destructivo, (abajo) ensayo no destructivo.

Martens, 1997) o en naranjas (Camarena and Martinez-Mora, 2006; Camarena et al.,
2007). Debido a las especiales caracteristicas de propagacién todos ellos miden tan
solo en una banda de frecuencias muy estrecha y no muy elevada, de 37 a 100 kHz.
Existen intentos de medir en frecuencias del orden de 1 MHz, pero debido a la alta
atenuacion es imposible disefiar una técnica comercialmente aceptable (Mizrach,
2008). Los transductores son por lo general tipo sindwich con focalizador mecéanico
para poder transferir una mayor potencia al medio vegetal. Asi, existen dos configu-
raciones bdsicas de los métodos ultrasénicos en tejidos vegetales: Uno es destructivo,
y la propagacion de la onda se produce a través de una muestra colocada entre los
transductores. En la configuracién de ensayo no destructivo, los transductores se
colocan en la superficie de la fruta sin dafiarla (Fig. 3.1). Asi, variando la separacién
entre transductores se pueden medir pardmetros de la sefial recibida para posterior-
mente calcular propiedades actisticas del medio. Debido al estrecho ancho de banda
de los transductores y de la baja amplitud de la sefial detectada tinicamente se miden
pardmetros como el tiempo de vuelo y la amplitud, por lo que las propiedades del
medio calculadas son la velocidad de propagacion y la atenuacién de la onda.

A nivel global, los resultados de dichos ensayos aportan dos conclusiones impor-
tantes sobre la propagacién de ondas acusticas en medios vegetales. La primera son
las bajas velocidades de propagacion detectadas en estos tejidos. Estas estdn por
debajo de los 200 m/s para las medidas superficiales y de 300 a 700 m/s para las
medidas longitudinales. La segunda conclusion es la alta atenuacién de la onda al
atravesar estos medios vegetales, que varia entre 1 y 7 dB/mm en funcién del tipo de
tejido (Mizrach, 2008).

En el caso concreto de las naranjas, los resultados del ensayo no destructivo se
muestran en la Fig. 3.2. Las velocidades de propagacién no superan en ningtin mo-
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Figura 3.2: Evolucién de la ve-
locidad de propagacién en funcién
el tiempo postcosecha transcurrido
para la variedad de naranja Navel.
Se tomaron 7 muestras de cada var-
iedad. Cada color indica la evolu-
cién de una de las muestras.

0 10 20 30 40 50 60 70

Dias desde la cosecha (dias)

mento los 280 m/s, aumentando ésta en funcién del tiempo postcosecha transcurrido
desde 120 hasta valores finales de 260 m/s.

Por otro lado, son numerosos los ensayos mecanicos sobre frutas y hortalizas
para extraer caracteristicas elasticas de los tejidos. El objetivo suele ser principal-
mente para aplicaciones de transporte y almacenaje del producto, aunque también
las hay para extraer relaciones entre las caracteristicas eldsticas de los vegetales y
pardametros fisioldgicos y de calidad como la firmeza, madurez, SST, acidez, etc. Es-
tos experimentos realizan ensayos de traccién, compresion, torsion, etc. similar a
los realizados sobre sélidos eldsticos, en los que se le aplica una fuerza al tejido con
una velocidad constante, nunca en régimen oscilatorio y menos a frecuencias ultra-
sonicas. Como resultado de dichos ensayos mecdnicos se suele obtener la funcién
esfuerzo-deformacién del material biolégico en cuestion, a partir de la cual se ex-
traen pardmetros que describen la elasticidad del material como médulos de Young o
médulos de Poisson. Presentamos a continuacion (Tabla 1) pardmetros eldsticos no-
dindmicos mediados mediante ensayos mecdnicos en diversos materiales vegetales
asi como velocidades de propagacion y atenuacion de ensayos ultrasénicos.

Sin embargo, es necesario remarcar que dichas funciones esfuerzo-deformacién
en tejidos vegetales son fuertemente no lineales asi como que dichos materiales
presentan componentes viscoeldsticas. Es por ello que resumir el comportamiento
dindmico de los tejidos vegetales mediante un tinico pardmetro medido estaticamente
puede no aportar mucha informacién acerca de como vibra este tejido en frecuencias
ultrasénicas.

Analizando los ensayos de elasticidad no-dindmicos desde un punto de vista de-
scriptivo podemos comprender parte de la naturaleza del fenémeno. Asi, en un ex-
perimento de compresidn, al aplicar inicialmente una pequefia fuerza de compresion
sobre el tejido vegetal este se deforma con mucha facilidad. La fuerza necesaria
para continuar deformando el vegetal ird en aumento de manera no lineal, no acorde
a la Ley de Hooke (Fig. 3.3). Podemos encontrar una simple explicacién obser-
vando que inicialmente al deformar el tejido estamos desplazando el aire contenido
en este, por lo que la fuerza necesaria para realizar una deformacién serd minima.
Pero cuando una onda eléstica ultrasénica atraviesa el material las particulas de éste
vibran respecto de su posicién de equilibrio sin desplazarse, por lo que la elasticidad
(dindmica) del material a estas frecuencias puede diferir bastante con la elasticidad
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Tabla 3.1: Caracteristicas eldsticas no-dindmicas de agua y tejidos vegetales: medidas medi-
ante ensayos mecanicos (Singh and Reddy, 2006a; Baryeh, 2000; Grotte et al., 2002; Jindal,
1985; Bunyaphlanan, 1973), y caracteristicas acusticas medidas por medio de ensayos ultra-
sonicas (Mizrach, 2008).

. Modulo Modulo Constante Modulo de Velocidad
Densidad . . .
Medio de de de Lamé cizalladura de Atenuacion
edic (K /} 5) Young Poisson A no G propagacion (dB/mm)
&/ E (MPa) v (MPa) (MPa) (m/s)
Agua 20° 3 B 0,0058
(longitudinal) 1000 . . 2210 . 1540 (40kHz)
Aire 20° ays
(longitudinal) 121 ) ) 0.142 ) 343
Aguacate o . . 2,5-5,0
(slobal) 963 0,48 0,33 0,35 0,32 150-400 (50kHz)
Manzana . o y . 1,3-2,6
(interior) 789 1,57 0,34 1,24 1,05 . (80-100kHz)
Manzana 1,2-1,5
B 2 a0 o 48184 )
(piel) 3,33 0,17 0,72 1,94 98-183 (1-5 M)
Melén . ) , 2,6-7,1
(picl) 1209 5,54 0,30 3,20 3,60 61-90 (50 kHz)
Naranja 978 0,62 0,45 1,88 0,45 - -
(interior)
Naranja 2,1-3.8
903 1 34 1,24 1,05 130-241 .
(piel) 903 57 0,3 ,05 30-240 (40 kHz)
Patata o 0,6791
(interion) 1087 7.14 0.25 2,85 446 686,89 (100 kHz)
Zanahoria 1,02:1,23
1021 5,96 s 4,02 4,55 341 - i
(interior) 0 6,96 0,30 0 /53 341-500 (37-50 kHz)

(no dindmica) del mismo material medida macroscOpicamente mediante estos en-
sayos.

Por otro lado, las caracteristicas viscoeldsticas de tejidos bioldgicos blandos (mus-
culos, higado, etc.) han sido estudiadas mas a fondo que las de los vegetales, y en los
ensayos sobre aplicaciones ultrasénicas médicas podemos observar una gran simili-
tud con los resultados en tejidos vegetales. En estos tejidos, los médulos de Poisson
son del orden de los de los fluidos viscoeldsticos v = (0.490, 0.499) (Goss et al.,

P )
200, g 00
s : e
e 150 s . -
: e E
! d =
2 K ] o g
100 Y
& 9 . 2
el B aom E
L E 200, "v‘
= wof , @
ol I
[ [ 0004 000 ™ o O 005 64 015 02 026 03 036 04 — TR TR R TR R
Deformation {m) Shear Strain (m/m) Shear straln (wm)

Figura 3.3: Ensayos mecdnicos tipicos en la corteza de la naranja, variedad ‘“Valencia”.
Derecha: ensayo de compresion; centro ensayo de puncidn; izquierda: deformacion transver-
sal (Fidelibus et al., 2002).
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1978), sin embargo, los médulos de compresibilidad solo difieren de los del agua en
un 15%, al igual que las densidades de dichos tejidos (Burlew et al., 1980).

Es por ello que los ensayos mecénicos sobre tejidos bioldgicos representan una
simplificacién sélo vdlida para muy bajas frecuencias, ya que dichos materiales
organicos heterogéneos presentan caracteristicas dindmicas mucho mds complejas a
frecuencias ultrasénicas como comportamientos viscoeldsticos, no lineales y anisotrépi-
cos (Manduca et al., 2001).

3.2 Métodos numéricos para la caracterizacion de frutas y hortalizas

A mediados de los setenta apareci6 un articulo en el que mediante un estudio analitico
de la geometria de frutas esféricas se encontrd una relacién entre las frecuencias de
resonancia debidas a los modos propios de la esfera con los pardmetros eldsticos de
estas (Cooke and Rand, 1973). Esta relacién ha sido empleada para determinar la
firmeza de frutas mediante métodos acusticos, siempre teniendo en cuenta que las
frecuencias de resonancia se encuentran en el espectro audible. Asi, varias publica-
ciones recurren a simulacién numérica por elementos finitos para determinar dichas
resonancias como lo son las propuestas por Dewulf et al. (1999) y Jancsok et al.
(2001) en peras, Nourain et al. (2005) en melones y Kim et al. (2008) en manzanas.

Otros simulaciones también por elementos finitos han intentado describir el com-
portamiento eldstico de tejidos vegetales a escala microscdpica, como es el caso
de Wu and Pitts (1999) que implementa un modelo de las células de las manzanas
para realizar simulaciones de esfuerzo-deformacién, o Loodts et al. (2006) en el
modelado de la mecénica en células de la epidermis de la cebolla. Posteriormente
Mebatsion et al. (2008) recoge mudltiples técnicas y ensayos para la modelacién de
la microestructura de tejidos vegetales. La conclusiéon mds importante de estos estu-
dios es que aunque la onda eldstica que atraviesa dichos tejidos posea una longitud
de onda muy superior al tamafio de las células de éste, su microestructura afecta en
una gran medida a las caracteristicas de la propagacién de la onda (Mebatsion et al.,
2008).

Adun asi, no se han encontrado publicaciones acerca de simulacién numérica de
vegetales que empleen métodos de diferencias finitas, ni tampoco alguna simulacién
con otro método para el caso de la propagacion de ondas eldsticas a frecuencias
ultrasénicas en este tipo de tejidos.






Capitulo 4

MODELOS DE PROPAGACION DE
ONDAS ACUSTICAS EN MEDIOS
HETEROGENEOS EN DOMINIO
TEMPORAL

Debido a las especiales caracteristicas de los tejidos vegetales se implementaran
diferentes modelos para simular asf tanto su comportamiento heterogéneo como su
comportamiento viscoeldstico. En un extremo, conocemos los modelos directamente
aplicables a fluidos, como pueden ser el agua o el aire. En el otro extremo, son bien
conocidos los modelos para describir el comportamiento de sélidos elasticos. Los
fluidos viscosos estudiados por la Reologia, estin a caballo entre el modelo de los
fluidos Newtonianos y los solidos deformables. En lo que respecta a este trabajo,
los tejidos vegetales debido a su compleja estructura poseen caracteristicas comunes
con los fluidos viscosos, aunque también presentan semejanzas al comportamiento
dindmico de un sélido elastico. Por otro lado, dicha estructura se podria también
modelizar desde el punto de vista actstico como un material poroso. Es por ello que
se tratard de analizar diferentes modelos de propagacion de ondas mecanicas.

4.1 Modelo lineal de primer orden para fluidos
Considerando un fluido homogéneo de densidad p y médulo de compresibilidad , a
partir de las ecuaciones de conservacién del momento y de conservacion de la masa,

Simulacion de tejidos vegetales mediate diferencias finitas. 17
Noé Jiménez, © 2009 Universitat Politecnica de Valéncia



18 MODELOS DE PROPAGACION EN MEDIOS HETEROGENEOS

podemos obtener las expresiones que rigen la dindmica de dicho fluido

ov
Por = —Vp, 4.1)
10p

siendo p la magnitud escalar presion acustica y v la magnitud vectorial velocidad de
particula. La onda acustica descrita por este modelo es de naturaleza longitudinal y
posee una velocidad de propagacién ¢, que depende de las propiedades del medio,
de manera que

¢p = ; ) 4.3)

La introduccién de heterogeneidades en este fluido se implementa mediante la
variacion en funcién del espacio de la densidad y el médulo de compresibilidad del
medio. Ello implica que la onda sufrird cambios en la velocidad de propagacion al
atravesar zonas heterogéneas, por lo que se podran observar los diferentes fendmenos
de reflexion, difraccidn, refraccion, etc.

4.2 Modelo lineal de primer orden para solidos

El modelo propuesto para la propagacién de ondas eldsticas en sélidos viene gober-
nado por la segunda ley de Newton y la ley de Hooke, en funcién de las de constantes
elasticas de Lamé \ y p, y la densidad p de dicho sélido. Asi, la deformacién en fun-
cion del esfuerzo viene dada por la ley de Hooke (Auld, 1973):

o=c:¢€, “4.4)

donde o el tensor de tensiones esfuerzo, € el tensor de deformaciones y ¢ el tensor de
coeficientes eldsticos. Asi mismo, a partir de la definicién de velocidad de particula
como la derivada temporal del desplazamiento, podemos expresar la deformacién
en funcién de la velocidad v como:

oe 1
— == . 4,
5% = 5 (Vv +vV) 4.5)

Sustituyendo (4.4) en (4.5) podemos obtener el esfuerzo en funcién de la veloci-
dad de particula como:

8U_E

5 =3 (Vv+vV). (4.6)
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Simplificando el modelo para sélidos isotrépicos en base ortogonal, podemos ex-
presar el tensor de constantes elasticas ¢ como:

A+2u A A 00 0
A A+20 A 0 0 0
. A A A+2u 0 0 0 @7
0 0 0 o 0 0
0 0 0 0 pu 0
0 0 0 0 0 p

De esta manera, reescribiendo (4.7), y a partir de la segunda ley de Newton, pode-
mos expresar las ecuaciones constitutivas de la dindmica de nuestro modelo de s6li-
dos en forma vectorial como:

%‘t’ —AL(V V) + 1 (Vv +vV) | 4.8)
ov
pAsL RS 4.9)

siendo Vv la matriz traspuesta de vV. De manera andloga al caso de fluidos, pode-
mos sustituir operador gradiente y la divergencia en el sistema de coordenadas més
adecuado a nuestro problema para deducir las expresiones de forma escalar.

Este modelo describe la propagacién en un sélido eldstico, linear, isotrépico y sin
pérdidas. Dicha propagacién se caracteriza principalmente por presentar en el inte-
rior del s6lido un comportamiento ondulatorio caracterizado por dos tipos de ondas.
La primera es una onda longitudinal o de compresién (p-wave), andloga a la exis-
tente en los fluidos. Dicho movimiento se caracteriza por que las particulas vibran
en la direccién de propagacién de la onda (Fig. 4.1). La velocidad de propagacion ¢,
de esta onda se puede calcular en funcién como:

[A+2
Cp = —; =y (4.10)

La segunda es una onda transversal o de cizalla (s-wave), y como consecuencia
las particulas vibran en la direccidon perpendicular a la velocidad de propagacién
(Fig. 4.2). Dicha velocidad de propagacion ¢, en un sélido viene dada como:

e 4.11)

Figura4.1: Representacion de la posicién de
particula para una onda longitudinal. El desplaza-
miento de las particulas es en la misma direccién
que la direccién de propagacién de la onda.
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Figura 4.2: Representaciéon de la posicién de
particula para una onda transversal. El desplaza-
miento de las particulas es en la direccién perpen-
dicular a la direccién de propagacion de la onda.

Se pueden introducir heterogeneidades en este modelo variando los pardmetros
elésticos y la densidad en funcién del espacio. Asi, es importante sefialar que un ma-
terial cuyo segundo pardmetro de Lamé i (0o médulo de cizalla) sea nulo se compor-
tard en su interior de la misma manera que un fluido de médulo de compresibilidad
K==\

Por otro lado, si existen heterogeneidades pueden aparecer fendmenos ondulato-
rios mds complejos que las ondas p y s. Asi, si una perturbacion se encuentra con
una discontinuidad entre un sélido y un medio fluido aparece una onda en la super-
ficie del sélido denominada onda de Rayleigh (Rayleigh, 1885). Las particulas que
son perturbadas por una onda de Rayleigh vibran con una polarizacién eliptica en
el plano sagital con respecto de la velocidad de propagacion; es decir trazan elipses
respecto de su posicién de equilibrio.

Dichas elipses en la superficie se trazan en el sentido contrario a las agujas del
reloj, a una profundidad de entorno a 0, 2 las particulas vibran en la direccién ver-
tical (u, = 0; ver Fig. 4.4) y por debajo las elipses se trazan en sentido contrario. La
amplitud del desplazamiento de las particulas decrece exponencialmente con la pro-
fundidad y lo hace mds rdpidamente a longitudes de onda pequefias, por ello, la onda
queda confinada en la superficie la perturbacién solo alcanza unas pocas longitudes
de onda (Fig. 4.4).

Por otro lado, la amplitud decrece con la distancia a la fuente r con un factor de
1/r, en comparacion con el factor de atenuacién por divergencia de las ondas longi-
tudinales y transversales que es 1/r%. Ademds, una fuente impulsiva localizada en
la superficie tiende a transmitir mucha mds energia por medio de ondas de Rayleigh
que por medio de otro tipo de ondas (Stein and Wysession, 2009), por lo que las
vibraciones de mayor amplitud detectadas en la superficie suelen ser debidas a on-
dulaciones tipo Rayleigh (Foti, 2000).

La velocidad de propagacién de las ondas de Rayleigh ¢, depende de las con-
stantes eldsticas pero también de la geometria de la discontinuidad, por lo que para

Figura 4.3: Representacion de la posicion Y i
de particula para una onda Rayleigh. El de- f :
splazamiento de las particulas se produce
en el plano sagital a la direccién de propa- [T m
gacién de la onda, formando elipses que en Wavesdiosstiosmm—
la superficie giran el sentido contrario a las

agujas del reloj.
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Halfspace Rayleigh wave Figura 4.4: Amplitud de las componentes del desplaza-
or ) miento de particula para una onda Rayleigh en funcién
/' de la profundidad normalizada a la longitud de onda
osk ‘ (Stein and Wysession, 2009).
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una discontinuidad plana (Foti, 2000) y asumiendo un médulo de Poisson igual a
0.25:

cr 2 0.92¢, . 4.12)

Sin embargo, en el caso de existir discontinuidad curvada esta relaciéon puede variar
en funcion del radio de curvatura del contorno (Jin et al., 2005). La velocidad de la
onda Rayleigh aumenta en funcién del médulo de Poisson v del sélido, asi podemos
tomar como aproximacion la expresion propuesta en (Malischewsky, 2005):

cr = ¢ (0.874 + 0.196v — 0.043v% — 0.0550°) . (4.13)

Si el médulo de Poisson se mantiene en el rango v = [0,0.5], la velocidad de
la onda de Rayleigh varfa aproximadamente entre ¢, =~ [0.85,0.95]cs. Por otro
lado, aunque tedricamente en un subespacio homogéneos las ondas Rayleigh no son
dispersivas, si existen heterogeneidades cada componente de frecuencia viajard en-
tonces a una velocidad concreta (Stein and Wysession, 2009).

Otro tipo de ondas superficiales son las denominadas ondas Love. Este feno-
meno ondulatorio aparece solo cuando existe en el material una capa superficial de

0,96 Figura 4.5: Variacion de la velocidad
094 ] de propagacién de una onda superficial
' — de Rayleigh en funcién de la velocidad
i 0,92 ~ de propagacién de una onda transver-
-~ 09 /,/ sal y el médulo de Poisson.
0,88 L~
0,86

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

Médulo de Poisson (adimensional)
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velocidad de propagacion inferior a la de la capa subyacente. Dichas ondas estdn
polarizadas horizontalmente, es decir las particulas vibran en la direccién horizontal
respecto de la velocidad de propagacién. Las ondas Love son dispersivas, y gener-
alizando, podemos afirmar que la velocidad de propagacion de una onda de Love ¢
serd (Stein and Wysession, 2009):

Cp > Cs > > Cp. 4.14)

Figura 4.6: Representacion de la
posicién de particula para una
onda Love. En este caso las
particulas vibran en la direccion ¢
horizontal respecto de la direccién — : .
de propagacion de la onda. Wave directions—

4.3 Modelos de propagacion en medios porosos

Puesto que los tejidos vegetales estdin compuestos en una muy alta proporcién de
agua inmersa en estructuras celulares sélidas, podemos aproximar el comportamiento
eléstico de los productos horticultoras como un material poroso. Dichos modelos se
caracterizan ademads por llevar la heterogeneidad integrada en las ecuaciones, por lo
que los pardmetros eldsticos de los materiales no varian necesariamente en el espa-
cio.

4.3.1 Modelo propuesto por Zwikker-Konsten

Existen numerosos métodos para la descripcién del comportamiento dindmico de los
materiales porosos. Si consideramos una estructura porosa y rigida (no vibratoria)
totalmente inmersa en un fluido podemos describir la relacion entre la presion en el
fluido y la velocidad de particula como (Zwikker, 1949):

ov 1

— =-Rv—-—V 4.15
En v o D, (4.15)
9 _ —ppciV - v (4.16)
ot Pep ’

siendo R la resistencia el flujo, k, la constante de estructura del material poroso; p,

la densidad equivalente, c, la velocidad de propagacién equivalente que se calculan

en funcion de la densidad y la velocidad de propagacién en el fluido pg, cg como:
pp = poks/®, 4.17)
¢p = co/\V ks, (4.18)
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donde ¢ es la porosidad. Este modelo describe la propagacion de ondas longitudi-
nales de velocidad de propagacién c, y con un coeficiente de atenuacion que de-
pende de la resistencia al flujo R. Aunque a la hora de implementarlo este modelo es
computacionalmente muy eficiente, para obtener ondas con una velocidad de propa-
gacién similar a la obtenida en las mediciones ¢, = [120,280] m/s y tomando la
velocidad del fluido acuoso como ¢y = 1500 m/s; la constante de estructura ha de
tomar valores en el rango ks = [156, 29] que son valores extremadamente altos com-
parados con los existentes en la bibliograffa. Por ello, con este modelo no se podran
simular las ondas medidas experimentalmente en los tejidos vegetales.

4.3.2 Modelo propuesto por Biot

Otro modelo recurrente en la bibliografia para la simulacién de tejidos biolégicos
porosos (Hosokawa, 2005) es el propuesto por M. A. Biot. Asi, este modelo de-
scribe la dindmica de un material poroso de estructura eldstica inmerso en un fluido
viscoso. Dichas ecuaciones determinan la aparicion de dos tipos de ondas longitu-
dinales, una rédpida cpr y otra lenta c,r7, y por otro lado, una onda transversal c;.
La explicacién de la existencia de la onda rdpida se suele atribuir a la vibracién en
fase de la estructura elastica y el fluido, y la onda lenta a la vibracién de estos en
contrafase. La onda transversal se explica debido a la vibracién de la estructura elds-
tica (Biot, 1956). Ya que la velocidad de propagacién medida experimentalmente
en tejidos vegetales es muy baja, la longitud de onda a la frecuencia de trabajo (40
kHz) es del orden de 5 mm, que es muy superior al tamafio del poro en estos tejidos.
Por tanto, la aproximacién para el modelo de baja frecuencia de Biot (1956), predice
velocidades de propagacién que podemos resumir como (Forest et al., 1998):

K
A Ky + 3pg) +-2L
cplﬁ[&\/( 93 9) v (4.19)
P P

CpIl = 0, (420)

cg \/ﬁg [Ha (4.21)
p p

donde K, Ky, K, son respectivamente el médulo de Bulk del sélido, el del fluido,
y el de la estructura, p la densidad promedio, ¢ la porosidad y s, €l médulo de
cizalla o segunda constante de Lame de la estructura. La densidad promedio p se
puede calcular en funcién de la densidad del sélido ps y la del fluido p; como:

p=(1-9)ps+dps. (4.22)

Asi, y como mostramos en la Tabla 1, la densidad promedio de los tejidos veg-
etales estd entre p ~ [800,1000] kg/m?, por lo que tomando la compresibilidad
del fluido similar a la del agua (K; = 2.2 - 10° Pa) y valores de porosidad de
¢ = [0.5,1], los valores de velocidad de propagacién de la primera onda longitu-
dinal serén c,; = [1400, 2500] m/s que son valores superiores a los medidos exper-
imentalmente. Debido a la aproximacion de baja frecuencia de la teorfa de Biot, la
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segunda onda longitudinal de velocidad ¢, ;7 serd muy atenuada y no serd medible
experimentalmente (Forest et al., 1998). Debido a que no se conocen con certeza los
valores del modulo de cizalla p4 dindmicos, en las muestras de vegetales habitual-
mente comercializadas, plantearemos el problema de la onda tranversal a la inversa.
Asi, para que la onda transversal ¢, descrita por Biot tome valores similares a los
medidos en la corteza de naranja, el mdédulo de cizalla dindmico ha de estar en el
rango iy = [12, 50] MPa, muy superior al modulo de cizalla estitico [666, 745] kPa
expresado en (Fidelibus et al., 2002).

4.3.3 Modelo propuesto por Wilson et al.

Otro ejemplo de modelo tedrico para la descripcion del comportamiento de los ma-
teriales porosos es el propuesto en (Wilson et al., 2004):

’

8]9 1 (’Y — ].) 1 8p _i=t!
o__ gy 9P =5y 4.23
o B VT | vivor ’ *2
—00
0 V. ; 1 0
Vo VL Vpt -2 P dt (4.24)

ot Ty Vi—t Oz

donde (., es la compresibilidad compleja, V. es el volumen complejo para altas
frecuencias y 7, y 7, son las constantes de relajacién procesos de entropia y vorti-
cidad. Dicho modelo, al igual que el propuesto por Zwikker, considera la estructura
solida rigida, por lo que la velocidad de propagacion de la onda longitudinal descrita
viene gobernada principalmente por las caracteristicas del fluido en la que el material
estd inmersa. Es por ello que si consideramos el fluido como agua, la velocidad de
propagacion no alcanzard valores tan bajos como los medidos experimentalmente.
Ademas, la discretizacion del término convolutivo de las ecuaciones mediante difer-
encias finitas implica realizar un buffer de memoria para las variables de presién y
velocidad, lo que en 3D dimensiones resulta computacionalmente inaceptable.

4.4 Modelo de atenuacion en soélidos

4.41 Primera aproximacion

Un modelo sencillo para describir la atenuacién de la onda mecénica en un sélido es
la analogia con el atenuador mecanico aplicado a la ley de Hooke (Auld, 1973). De
esta manera, podemos afadiendo un término proporcional a la velocidad que modele
la amortiguacién. Asi, en una dimension:
ou
F=k K — 4.25

vtk oo (4.25)
siendo F la fuerza aplicada, u el desplazamiento, k la constante eldstica y k' el factor
de amortiguamiento. Siguiendo la analogfa propuesta por (Auld, 1973) podemos
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expresar el esfuerzo en funcién de la deformacién como:

J:cze—i—n:%, (4.26)

donde 1) es la viscosidad. Dicha modelizacion de pérdidas ha sido implementada
en diferencias finitas para la simulacién de tejidos humanos en (Hosokawa, 2008).
Asf, en una primera aproximacion para sélidos isotrépicos viscoeldsticos, las 9 ecua-
ciones que relacionan la velocidad de particula y esfuerzo seran:

% - (9055 8U¢¢, (90’54

"ot T o + 90 + ac (4.27)
oec _ _ Ove | \Ove | \Ov

T 755055-‘1-()\4—2/1) ¢ +)\a¢ +A ac (4.28)
oy _ _ 9ve | \Ove

ot = —VewOey +Ma’¢ + A 85 s (429)

donde &,v,( = x,y,2; p, Ay p la densidad y las constantes de Lamé respecti-
vamente, y “yee, Yey los coeficientes de resistencia longitudinal y transversal. Es-
tos ultimos coeficientes son proporcionales al coeficiente de atenuacién de la onda
(Hosokawa, 2008). Este modelo representa una aproximacioén eficiente a la hora de
implementarlo numéricamente, ya que como veremos en la seccidon ??, la inclusién
de condiciones de contorno absorbente del tipo PML tienen la misma forma que los
coeficientes de resistencia yee, Yey -

4.4.2 Perdidas viscoelasticas

El modelo anterior representa una primera aproximacion al fenémeno de absorcién
por pérdidas viscoeldsticas. Podemos describir un modelo més completo para la
propagacion de ondas eldsticas en un medio viscoeldstico, linear e isotrépico como
el descrito en Bastard et al. (2009):

ov
P ot
donde v es la velocidad, T es el tensor de esfuerzos elasticos y o el tensor de esfuer-

zos viscoeldsticos. Podemos describir T de manera aniloga al modelo de sélidos
eldsticos como:

T = Atr () I + 2pe, 431)

=V (T+o), (4.30)

siendo ¢ la deformacién definida en funcién del desplazamiento u como:
1
=3 (Vu+uV) . (4.32)

De entre los modelos existentes para modelar la viscosidad de un sélido podemos
escoger el de Voigt (Auld, 1973) para introducir el comportamiento viscoeldstico en
nuestras ecuaciones. Asi, podemos definir el tensor de esfuerzo viscoso como:

o = nptr (S') I + 21,8’ (4.33)
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siendo 7, el segundo coeficiente de viscosidad, 75 la viscosidad transversal y S’ el
tensor de tasa de deformacién. El segundo coeficiente de viscosidad 7, puede ser
calculado a partir de la viscosidad volumétrica 7, como:

2

p =T = 37s - (4.34)

Ademds, el tensor de tasa deformacion S’ estd directamente relacionado con la
velocidad de particula mediante:

S’ = % (Vv +vV). (4.35)

Asi, y a modo de ejemplo, podemos obtener para un sistema de coordenadas
cartesiano 3D las siguientes expresiones:

5“5 O(Tee +0ee) | O (Tyy +oyy) | O(Tec +0g0)

ot — o B e (430
T, 9 ) 9
S = (A 2p) 8U§§ +>\812Z’ +Aaig, (4.37)
3T5¢, - 81)5 8&

4 “(aw + 52 (4.38)
Doee B Ove G’Uw Ov¢
= U 200) G MG e (4-39)
doey _ (Ove  Ovy

i ( 2. (4.40)

para las tres componentes de velocidad de particula v(§,v¢,( = z,y, 2); las tres
componentes de esfuerzo eldstico normal T'(§, 4, ¢ = x,y, 2); las tres componentes
de esfuerzo eldstico de cizalla T'(£, v, ( = x,y, 2); las tres componentes de esfuerzo
viscoeldstico normal o (£,4,( = z,y,2), y las tres componentes de esfuerzo vis-
coeldstico de cizalla o (£, ¢, ( = z,y, 2).



Capitulo 5

DISCRETIZACION DE LOS MODELOS
EN DIFERENCIAS FINITAS

Con el objetivo de obtener una solucién numérica de las ecuaciones propuestas an-
teriormente se describen a continuacion los métodos numéricos empleados. Todos
ellos estdn basados en diferencias finitas en dominio de tiempos o comtinmente de-
nominados FDTD (Finite-Differences in Time-Domain). El principal interés del uso
de este método en este trabajo es que al trabajar en el dominio temporal la obten-
cién de resultados se realiza con un minimo procesado. Asi, la determinacién de las
velocidades de propagacion de las diferentes ondas en los vegetales simulados asi
como su atenuacion es directa a partir de los resultados de la simulacion.

5.1 Aproximacion de la derivada mediante diferencias finitas

Los métodos numéricos basados en diferencias finitas tratan de resolver de forma
numérica problemas en forma diferencial. Por ello, la aproximacidn de las derivadas
mediante diferencias finitas serd el principal factor que afecte a la precisiéon del
método. La aproximacién de una derivada se puede aproximar de diferentes formas
entre las que estdn la anterior, la posterior y la central. En concreto, el método FDTD
utiliza la aproximacion central de las derivadas, tanto en tiempo como en espacio.

Simulacion de tejidos vegetales mediate diferencias finitas. 27
Noé Jiménez, © 2009 Universitat Politecnica de Valéncia
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5.1.1 Diferencias finitas centradas de segundo orden

Para la obtencidn de las diferencias finitas centradas haremos uso del desarrollo en
serie de Taylor; de manera que podemos aproximar la funcién f(z) en un punto x;
como:

d — ;)% 9? — ;)" 9
F) = Ml +@—a) 9 ¢ ERL L) Bt ST

G.D

Asi, la aproximacién de la funcién f(x) en un punto (zo + Az /2), tal y como se
observa en la Fig.5.1, vendra dada por:

Az df 1 [ Az\?82f 1 /Az\*83f
mw%fm+zémm+m<2>&ﬁ%+m2 as3|, T
(5.2)
Y andlogamente, la aproximacion en el punto (zo — Ax) vendrd dada por:
o mem g _Azdfl L ASNTOF 1 (Ax\P O
wo= T e T Ty, A\ 2 ) 92|, B\ 2 ) 0a3|,,
(5.3)
Con el objetivo de obtener la diferencia centrada restaremos (5.2) y (5.3):
Ax Az af Az 93 f
=20 L =) = Ax2L = ZJ 4
f<930+ 2> f<x0 2> Iax% 6 8x3w0+ (5-4)

Como podemos observar los términos impares del desarrollo en serie de Taylor se
anulan, con lo dividiendo ambos términos por Ax podemos obtener:

flro+58) —f(zo—5*) _ of
Az Y

Azx? 93 f

% 0% (5-3)

xo xo

Apreciamos aqui como podemos aproximar la derivada de una funcién mediante
el uso de diferencias finitas centradas, teniendo como error el cuarto término asi

Figura 5.1: Funcién f(z) evaluada en zo, A
xo — Az /2y xo + Az /2. f(z)
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como el resto de términos pares del desarrollo en serie de Taylor que decrecen en
amplitud. Es por ello que el error cometido (expresado con el simbolo O) es propor-
cional al cuadrado del equiespaciado Ax:

of|  _ f(@o+5) = f (20— 5

_ ) 2
5| = A + O(Az)?. (5.6)

Zo

Ello implica que si reducimos el equiespaciado Ax en un factor 10, el error de
la aproximacién de la derivada se reducird en un factor 100. A continuacién, la
aproximacion de los términos diferenciales en espacio se expresardn como:

ofl _ flzo+58) — f(zo—5°)
ox|. Ax ’

Zo

6.7

y andlogamente para las derivadas temporales con un error proporcional a (At)?:

of|  _f(to+5H) —f(t—15Y
at|, — At '

(5.8)

to

Es importante observar cémo esta aproximacion de la derivada por medio de la
diferencia centrada estd evaluada en el punto x(, mientras que la funcién estd eval-
uada en los puntos z¢ £ Az, por lo que no serd posible calcular la derivada de una
funcién en los puntos donde evaluamos la funcién. Como consecuencia, los métodos
FDTD realizan una discretizacién de los campos al tresbolillo.

5.1.2 Diferencias finitas centradas de cuarto orden

Procediendo de igual manera, podemos incrementar la precision en el célculo de la
derivada si despreciamos menos términos en el desarrollo en serie de Taylor, por lo
que facilmente podemos obtener:

3Az\ 3Az Of 1 (3Az\? 82f
f<x°+ 2 > = Tt ax%+2!< 2 ) 02|,
1 /3Az\> 03f
3!(2) ﬁonrm G
3Az\ 3Az Of 1 /3Az\?9%f
f(“‘z) = T 5 ), 2!(2) a7, "
1 /3A2\*93f
—3!(2 ) 528 m0+--- (5.10)

Restando las ecuaciones anteriores obtenemos:

f(xo—&-m)—f(xo-i-m): 3Amﬂ

2 2 2 Oz L

2 (382" 0%f
31\ 2 ox3

Zo Zo

(.11
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Y con el objetivo de obtener la derivada multiplicaremos la ecuacién (5.11) por
un factor 27 y despejando obtenemos:

of Ngf(mo-i-%)—f(wo""%)_if(xo""gATr)"‘f(xO"‘SATm)
Oz, 8 Az 24 Az -

Zo

(5.12)

Como podemos observar es una aproximacion a la derivada con una precisién de
cuarto orden, O(Ax)4, es decir, si disminuimos el equiespaciado Ax en un factor
10, la precision del resultado aumenta en un factor 10000. El inconveniente de esta
aproximacion es que hace uso de los 4 puntos cercanos a x( lo que aumenta consid-
erablemente el tiempo de procesado y provoca complicaciones a la hora de definir
condiciones de contorno, heterogeneidades, etc.

5.1.3 Calculo de la segunda derivada (segundo orden)

Si lo que se pretende es conseguir una aproximacion de la segunda derivada, se puede
calcular sumando (en lugar de restar) las expresiones (5.2) y (5.3):

A\POS| 2 (Ao
- 41\ 2 Ox3

2
Flograg + flag—ae = 2fl4 + 5 <2 922

Asi, despejando la segunda derivada y tomando el resto de términos como el error
cometido obtenemos la aproximacién de segundo orden:

xo

(5.13)

Pfl flxo+ &E) = 2f (x0) + (zo — 5%) 2
o7, = L Toe o

Es importante observar como para calcular la segunda derivada en el punto z(
necesitamos evaluar la funcién tanto en ese mismo punto xy como en los puntos
cercanos (zo + Ax) y (zo — Az), lo que implica complicaciones computacionales
ya que en los métodos FDTD los campos estdn mallados al tresbolillo. Por ello, no
conocemos el valor de f(z) en xg, por lo que se aproximard como:

Flrot 3) 41z -2%)

5 (5.15)

f (o) =

5.2 Introduccion al método FDTD

El método FDTD fue propuesto por primera vez para la resolucién de problemas de
propagacion electromagnética por Kane Yee (Yee et al., 1966), y desde la primera
aplicacién concreta en 1977 por Allen Taflove (Taflove and Brodwin, 1975) este
método ha sufrido un rdpido desarrollo. Las primeras aplicaciones de este método
FDTD al campo de la acustica en fluidos fueron (Botteldooren, 1995; LoVetri et al.,
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1996; Wang, 1996; Schneider et al., 1998) y su aplicacién a ondas mecdnicas en
s6lidos elasticos lineares y sin pérdidas fue propuesta en sismologia por J. Virieux
(Virieux, 1986).

Los métodos basados en diferencias finitas son muy intuitivos de implementar
y no es necesario hacer complejas transformaciones de las ecuaciones constituti-
vas. Por otro lado, la introduccién de heterogeneidades, anisotropia en el dominio y
condiciones de contorno son muy relativamente sencillas de implementar. Ademads,
es mucho mads sencillo obtener una respuesta en el dominio de la frecuencia a par-
tir de una sefial temporal que viceversa. Como principales inconvenientes de estos
métodos numéricos podemos apreciar que, ya que trabajamos en dominio temporal,
para obtener un resultado en un tiempo determinado hemos de computar la solucién
para todos los instantes anteriores, lo que implica en muchos casos largos tiempos
de simulacién.

Al igual que el resto de métodos numéricos volumétricos es necesario mallar todo
el dominio por lo que en muchos casos la memoria necesaria puede ser excesiva,
aunque para muchos casos de interés no sea prohibitiva. Por otro lado y a diferencia
de los métodos FEM las magnitudes son solo conocidas en los nodos de la malla y
en instantes de tiempo discretos. También, debido a que las mallas tienen una forma
concreta (rectangular si trabajamos en coordenadas cartesianas, etc.) las reflexiones
en elementos no alineados con las mallas (como superficies curvas) pueden no ser
demasiado precisas.

5.2.1 Estructura de un algoritmo FDTD
Podemos resumir la estructura de un algoritmo FDTD como:
1. Preprocesado

» Reemplazar las derivadas de las ecuaciones constitutivas con las diferencias
finitas.

= Discretizar los campos mediante mallas al tresbolillo, tanto en espacio como
en tiempo.

2. Procesado

= Evaluar las ecuaciones resultantes (denominadas ecuaciones de actualizacion)
para los campos futuros que son desconocidos a partir de los valores de los
campos actuales. Asi, primero resolveremos un campo futuro desconocido
avanzando un intervalo de tiempo, con lo que este campo se convierte en
pasado conocido. Después, evaluar el otro campo futuro desconocido avan-
zando de nuevo otro intervalo de tiempo, con lo que nuevamente este campo
se convierte en pasado conocido.

Repetir los dos pasos anteriores hasta encontrar la solucién en el tiempo
deseado.

3. Postprocesado
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= Puesto que el método trabaja en dominio de tiempos, podemos obtener
seflales temporales (p(t),v(t),o(t),) etc. directamente de la simulacién
en cualquier punto del espacio discreto. Posteriormente, se procesardn a
conveniencia dichas sefiales temporales.

5.2.2 Notacion

En la discretizacion de las diferentes magnitudes se usara la siguiente notacion: Para
la discretizacién del espacio x, y, z en intervalos Az, Ay, Az, en coordenadas
cartesianas:

r=1i-Ax, y=j-Ay, z=k-Az. (5.16)

Para la discretizacion del espacio r, 8, z en intervalos Ar, A, Az y en coorde-
nadas cilindricas:

r=i-Ar, 0=75-A0, z=k-Az. 5.17)

Para la discretizacién del espacio r, 6, ¢ en intervalos Ar, Af, A¢ y en coorde-
nadas esféricas:

r=i-Ar, 0=75-A0, o=k -A¢p. (5.18)
Andlogamente, para la discretizacion del tiempo ¢ en intervalos discretos At:
t=1i-At. (5.19)

La discretizacién temporal de una magnitud al tresbolillo con la expresion anterior
sera:

t= (n + ;) - At (5.20)

La discretizacién espacial de una magnitud al tresbolillo dependera de la geometria
y serd indicada mediante esquemas para cada caso concreto. De esta manera, expre-
saremos de forma discreta una magnitud cualquiera f(x,y, z,t) como:

n

f|m.,k. (5.21)

De igual manera, se adoptara la siguiente convencién para otras variables y fun-
ciones:

(i) =7(i-Ar) (5.22)
sin (j) = sin (j - A) (5.23)
cot (j) = cot (5 - A) (5.24)
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5.3 Aplicacion del método FDTD al modelo de acustica de fluidos

Describiremos a continuacion la implementacién del método FDTD para el modelo
de acustica de fluidos en sistema de coordenadas 2D. En los anexos podemos encon-
trar la implementacién del método en los sistemas de coordenadas cartesianas 3D,
polar, cilindrico y esférico.

5.3.1 2D Fluidos, Sistema de coordenadas cartesiano

Mediante el empleo del gradiente en dos dimensiones r = (z,y):

0 0
— Y 4.9 2
Vv $8x+y6y’ (5.25)
y la divergencia:
divy =v.v="" %’/, (5.26)

podemos reescribir en coordenadas cartesianas 2D las ecuaciones constitutivas (4.1)
y (4.2) como:

dv,  Op
ot = ox (5-27)
dv,  Op
PE = dy’ (5.28)
1dp = Ovy | Ovy
i i (5.29)

Siguiendo el flujo de trabajo descrito, discretizaremos los campos de presion y ve-
locidad en intervalos temporales de At y espaciales de Az, y Ay. Asi, sustituiremos

Figura 5.2: Mallado del

j*é espacio 2D del modelo de
fluidos en un sistema de
. (i 5) ) coordenadas cartesiano.
1 R P <> P
@v(z +§., ])
. 1){7’, J +lj
: 2

y=j-Ay
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los términos diferenciales de las expresiones (5.27-5.29) por sus aproximaciones en
diferencias finitas descritas. Es necesario remarcar como los elementos de velocidad
Vg, Uy, han de estar al tresbolillo con respecto de los elementos discretos de presion
p, tanto en espacio como en tiempo, por lo que espacialmente se distribuirdn acorde
alaFig. 5.2.

Asi, las ecuaciones (5.27-5.29) quedan como:

n+% o n*% n "
m|i+%7j I|i+%,j _ _p|i+1,j _p|m‘ (5.30)
At - AI ’ .
|7L+% _ |n_l n n
Ylij+1 ity ,p‘ivj“ _p’i’j (6.3
At Ay ’ |
n+1 n n+% . ”Jr% n+% — n+%
L o 1= S|V S
T Al Ax Ay o

Reescribiendo las expresiones anteriores despejando las variables desconocidas
en tiempos futuros (n > 0) en funcién de las magnitudes conocidas (n < 0), pode-
mos escribir las ecuaciones de actualizaciéon como:

KZ:F;J - v"’"‘::ij pAAtx (p|z+1,3 p’ZJ) ’ (5-33)
wlidy =uldy - oay Gl ol 534

I = ol - ma (el vl )
_ ﬁ% ( \"jfl _ uyyzj_%%) . (5.35)

5.3.2 Estabilidad y dispersion

El modelo propuesto es condicionalmente estable, por lo que se debe cumplir en todo
el domino la condicién de estabilidad siguiente:

CFL = cpax At (5.36)

Para el caso desarrollado que se corresponde al modelo bidimensional, donde
Cmax ©s 1a velocidad de propagaciéon maxima en cualquier punto del dominio, At y
Ax y Ay son los equiespaciados temporal y los espaciales respectivamente y CFL es
el nimero de Courant. Esta condicion se denomina condicion de Courant-Friedrichs-
Lewy o CFL.

Por otro lado, la dispersiéon numérica es intrinseca del método e independiente
del modelo de ecuaciones fisicas escogidas. Ello se debe a que la onda se propaga a
diferentes velocidades en funcién de la direccion: lo hace mds rdpido en la direccién
de la diagonal de la malla que en la direccidn ortogonal a esta. Este error implica un
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error de fase acumulativo a lo largo de la propagacién de la onda que se ha de tratar
de minimizar lo maximo posible. Por otro lado, este fendmeno también implica una
atenuacion numérica de la onda, aunque este perjuicio afecta menos a la precision del
método que el error de fase (Taflove et al., 1995). Un buen indicador de la dispersion
es el nimero de celdas por longitud de onda, o muestreo espacial, NV, como:

)\min
Ny = . 5.37
TR (5.37)

Ast, 1a longitud de onda minima vendra determinada por la frecuencia maxima de
la onda, asi como las zonas del dominio con velocidad de propagaciéon menor:

A Cmin (5.38)

min —
fmax

A su vez, el incremento espacial Ap,.x se corresponde con la mayor distancia
espacial existente en el dominio, que en sistema cartesiano 2D se corresponde con
la diagonal mayor en todo el domnio. El valor del muestreo temporal ha de ser
alto para que la velocidad de propagacion numérica sea lo mas parecida posible
en las direcciones, Un valor minimo para el muestreo espacial, que implica mallas
computacionalmente aceptables es un valor de 10 muestras por longitud de onda.
Asi, podemos sintetizar la condicién de dispersion para nuestro mallado como:

Ny = Cmin > 10. (5.39)

fmax \/ (Al‘)2 + (Ay)z -

5.4 Aplicacion del método FDTD al modelo de sélidos

Andlogamente al caso de fluidos, describiremos la implementacién del método FDTD
para el modelo de sélidos lineal, isotrépicos y sin pérdidas en sistema de coordenadas
2D. En los anexos podemos encontrar la implementacién del método en los sistemas
de coordenadas cartesianas 3D, polar, cilindrico y esférico.

5.4.1 2D Solidos, Sistema de coordenadas cartesiano

En el caso de los sélidos eldsticos, y trabajando en dos dimensiones (z, y) podemos
expresar las ecuaciones que rigen la dindmica de los sélidos elasticos en coordenadas
cartesianas 2D para la componente ¢ = x, y de velocidad de particula v; como:

Ovy Ooyy Ooyy
v _ oy, : 5.40
ot T oy T ow (540)

Ovy  00py | O0uy

7ot T ow oy ’

(5.41)
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para la componente ¢ = x, y de esfuerzo normal o;;;

0o Ov Ov
= (N +2u) = + AL 5.42
00 yy ov 0vy
= (XN +2u) =L+ A 4
AR DR R (5.43)
y para la componente de esfuerzo de cizalla o,
002y Ov,  Ovy
= —+ . 5.44
o " ( oy 333) (>44)

La discretizacion temporal al tresbolillo de los campos de esfuerzo o se realizard
andloga a los de presion, escogiendo ¢ = n - At para estos y para los campos de ve-
locidad t = (n+ %) - At. Sin embargo, la discretizacién espacial de las componentes
de esfuerzo transversal ha de estar necesariamente al tresbolillo con los elementos de
velocidad de manera cruzada debido a los términos dv, /0y y dv, /O que aparecen
en el célculo de dichos términos de esfuerzo de cizalla. La disposicién concreta en
el sistema de coordenadas cartesianas 2D se presenta en la Fig.5.3.

i+l
2

. 7zz,yy(i7 ])
1,

<P UJ:(Z+55.7) Jj+1
|

’ v, [2, ]+§j

o1
11 Ity
|7—xy Z+77J+7

2 2

y=J-Ay
1
J 2
.3 i1 o1 .
rz=i-Az 'y - ) ! iy

Figura 5.3: Mallado del espacio 2D del modelo de sélidos en un sistema de coordenadas
cartesiano.
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Asi, la discretizacion en diferencias finitas de las ecuaciones (5.40-5.44) para la
componente ¢ = x,y de velocidad de particula v; serd

v |n+% i ‘n—% o |n . |n o ’n . |n
Tlitg,j Tlivg,g Yo%l T, 5 + “lit3.5+3 TYlitg.5—3
At Az Ay ’
(5.45)
Yogry ~ Wligey  Twwligen = Twliy | Tlivg gy T Tliogaeg
At Ay Az ’
(5.46)
para la componente ¢ = x, y de esfuerzo normal o;;
n+l n v ’”"'% —w |”+% v |TL+% o ‘n-‘r%
welig — aliy Plivdg Ueliogy | Urligry ~Uligy
= (A +2p) +A ,
At Ax Ay
(5.47)
=l wlid —ulit el el
Tuvlij —%wliy _ (A +2u) Wigty  Wlig—g |y wlitsd  wlizgi
At Ay Az ’
(5.48)
y para la componente de esfuerzo de cizalla o,
o |n+1 . ‘n v ’n-l—% o ‘n-&-%
Ylipd j+i TYlitd 5+ Tlitg,j+1 Tlit3.5
=pu + e (5.49)
At Ay
n+% n+%
Uiy — owlisiy (5.50)
Ax '

De esta manera, las ecuaciones de actualizacion para s6lidos sin pérdidas quedaran
como
n+% o n—% At |n |n +
slivdy = Yelind g T A \TFelivr T Toeliy ) T

At [ m .
* pAy (%|z‘+é,j+g - "wy|¢+%,j_%) ; (5.51)
ntsg n—3 At n n
Uy l,]j% =y z,]f% + @ (O.yy|i}j+1 — Uyy|i,j> + ..
N .
* pAz (%’Hé,ﬁé - Uzy|¢_%,j+%> ; (5.52)
n+1 n At ntl nal
Ozx ij = O'yT|Z7J + ()\ + 2#) FQE (vm|i+%27j _ /U-’If|i_%27j> 4
At n+i nti
* )\Iy (Uy‘i,j—i% - ”yli,j_z%) , (5.53)
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n+1 n At nd 1 ntld
Oy = owliy + A2 Ay (”y|i,j+zé - ”y!m‘f%) T
At n_;'_l 77,-‘,-1
Y (”w‘n;j - ”w’i_;j) 7 (5.54)
n+1 o n At n+% n+%
Tovlityivy T Umy|i+%,j+% +MAiy (Ur|i+%7j+1 *”z|i+%,j) o
At nt+i n+l
THAL (Uy’i+12-,j+% - Uy‘i,j-‘f%) ' (5.55)

5.4.2 Estabilidad y dispersion

Si no tenemos en cuenta la dispersiéon numérica de las ondas superficiales, podemos
demostrar como las ondas longitudinales gobiernan la estabilidad mientras que las
transversales rigen la dispersiéon numérica. Asi, de igual manera que para el modelo
de fluidos, la condicién CFL viene determinada por

1 1
= ; <

S = €l max At (Aa:)2 + (Ay)2 <1, (5.56)
donde ¢; max es la velocidad de propagacién méxima de la onda longitudinal en
cualquier punto del dominio. En medios heterogéneos, la estabilidad del modelo
viene condicionada también por las transiciones entre elementos de diferente elasti-
cidad y densidad (Schroéder and Scott Jr, 2002). Asi, se ha de cumplir para todos los
elementos del dominio respeten las siguientes expresiones

;= %7 (5.57)
1 1 1 1
— == 5.58
i 2 (>\i+1 + )\z'—l) ’ (5.58)
1 1 1 1
1.1 ( + ) , (5.59)
i 2 \ i1 Hi—1

lo que implica que no existan cambios bruscos de impedancia de un elemento a otro.
La dispersién numérica podemos evaluarla igualmente con el muestreo espacial, de
manera que obtendremos valores aceptables para

Ny = Cs,min > 10. (5.60)

Jmax (Ax)Q + (Ay)2

5.5 Aplicacion del método FDTD al modelo de solidos con pérdidas

La implementacién de las pérdidas en sélidos se realizard en FDTD acorde al mod-
elo propuesto en (Hosokawa, 2008). Asi, y teniendo en cuenta que los campos de
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esfuerzo en un instante t = (n + 1/2)At no son conocidos y deben ser aproximados
segun (5.15), las ecuaciones (4.27-4.29) se reescribirdn en coordenadas cartesianas
2D como

71,—l

U|n+% —1}‘ 3 o ’n . ’n o ’n . |n
Hivdag — livgg _ Tenlivny T weliy  Tlivdaed " Tvlingaog
At Az Ay ’
(5.61)
|n+% —w |n7% o |n o |n o |n . ‘n
Yligts Wity | TWligtl T TG TtVlikgats Tl ggts
At Ay Ax ’
(5.62)
para las componentes ¢ = x, y de esfuerzo normal o,
1 n+3 n+i
waliy = el veliv gy~ veliog
’ == (A+2p) +-
At Ax
n+1 n
m‘y ;T UM|¢ j
_’Yxx 2 + e (563)
n+3 n+i
|,,21—v |..2l
Ylij+s Ylij—3
+A )
Ay
o |n+1 o |n |n+% B {n+%
vwlii — %yl Ylij+3 Ylij—3
%7 LIV ()‘+2M) 2 2
At Ay
n+1 n
wliy T ouwliy
vy (5.64)
2
z|n+1% - Ux‘n+1%
it3,] i—35.]
+A . ;
Ax
y para la componente de esfuerzo de cizalla o,
n+1 n n+1 n
Toylivd ity = 92liv 1 +1 Ury|i+%,y+1 +Uzy|i+§,j+§
At 2
v ‘n—&-% v ’n—i-%
litdg+1 "Plitd,j n
Ay
v |n+% o |n+%
Ylitlj+g  Ylig+g (5.65)
Ax ' '

Por brevedad, las ecuaciones de actualizacién para este modelo se exponen en el
anexo.






Capitulo 6

CONDICIONES DE CONTORNO
ABSORBENTES

Debido a que los recursos computacionales son siempre limitados, resulta impre-
scindible para la implementaciéon de un método numérico volumétrico acotar el do-
minio a discretizar. Asi, muchos de los casos requieren de unas condiciones de con-
torno sobre los limites del dominio que simulen que éste se extiende hasta el infinito.
Ello implica que una onda que atraviese los limites del dominio no sufra reflexiones
hacia el interior, por lo que dicha condicién de contorno ha de ser totalmente ab-
sorbente. El término anglosajén para denominar dichas condiciones es absorbing
boundary conditions (ABC).

Podemos distinguir dos grandes grupos de metodologias para la aplicacién de
ABC’s. El primero lo forman aquellos métodos que tratan las reflexiones aplicando
una solucién analitica sobre los elementos limite del dominio. El segundo lo forman
aquellos métodos que tratan de absorber las ondas ubicando zonas extras de dominio
acoplado en impedancia con la regién de interés. Dichas zonas se caracterizan por
presentar una atenuacién numérica que logra atenuar las ondas incidentes como si de
una cdmara anecoica numérica se tratara.

Simulacion de tejidos vegetales mediate diferencias finitas. 41
Noé Jiménez, © 2009 Universitat Politecnica de Valéncia
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6.1 ABC’s, Metodologia analitica

Las condiciones de contorno implementadas en el algoritmo inicial de Yee et al.
(1966) se basaban en la suposicién de que el medio no poseia pérdidas debido a que
trataba el dominio como un conductor perfecto (PEC boundary condition), lo cual no
es cierto para la mayoria de casos. A partir de entonces se desarrollaron numerosos
métodos para implementar ABC’s como el propuesto por C. Taylor et al. (1969) que
simplemente usaba una extrapolacién desde los dos nodos interiores para calcular
el nodo externo. Dicho método, aunque es muy simple y s6lo supone aumentar el
dominio total en un nodo en 1D, una fila en 2D o una superficie en 3D por cada
contorno, solo es capaz de atenuar las ondas incidentes en la direccién normal al
contorno.

Las multiples técnicas desarrolladas en los afios 70-80 en el campo del electro-
magnetismo son capaces de absorber las ondas incidentes logrando una atenuacién
de las reflexiones espurias superior al rango dindmico de los métodos FDTD de-
bido a otro tipo de errores. Aun asi, esto s6lo ocurre para una incidencia normal,
viendo su eficiencia degradada en mayor o menor medida en funcién del dngulo de
incidencia. Asi, métodos como el propuesto por A. Taflove and Brodwin (1975) pro-
porcionan una mejora en cuanto a la influencia de la direccion de llegada de la onda
EM, pero debido a la naturaleza de la interpolacidn realizada da lugar reflexiones es-
purias significativas sin sentido fisico. Los operadores propuestos por Bayliss-Turkel
(annihilation operators) (Bayliss and Turkel, 1980) consiguen en un amplio rango de
dngulos de incidencia una atenuacién con un coeficiente de reflexion inferior a 10-
2 dB (Taflove et al., 1995). El método se basa en la construccién de operadores
que pueden ser usados para estimar los valores de los campos a lo largo del limite
del dominio, siendo su principal dificultad el hecho de que las diferencias centrales
necesiten de los nodos adyacentes al nodo que estd siendo evaluado para obtener
dicho operador.

En cuanto a los primeros trabajos sobre implementacion de ABC’s para ondas
acusticas y eldsticas podemos destacar los de A. R. Leavander y C. Cerjan (Cerjan
et al., 1985; Levander, 1985). En ellos se demuestra como construir una ABC intro-
duciendo una capa de material absorbente cerca de los limites del dominio. Dicha
capa produce resultados aceptables sélo para grosores elevados, lo que provoca que
el método no sea demasiado eficiente.

Volviendo al electromagnetismo, B. Enqquist y A. Majda implementaron en FDTD
ecuaciones diferenciales parciales que permitian la propagacién de la onda electro-
magnética en una sola direccion (OWWES, one way equations) (Engquist and Ma-
jda, 1977). La ABC se basa en aplicar estas ecuaciones sobre los limites del dominio
de manera que absorban las ondas incidentes en una direccion concreta. En la teoria,
el método consigue una absorcion total, pero al implementar dicho método en el
dominio discreto se ha de aproximar una funcién no lineal mediante el desarrollo
en serie de Taylor. Dicha aproximacidn es la que provoca la mayor fuente de error
del método. La aplicacion de este método en tres dimensiones fue propuesta por G.
Mur para EM y coordenadas cartesianas (Mur, 1981), que con una aproximacién de
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segundo orden consigue reducir las reflexiones en 35-40 dB respecto de un relector
perfecto (Yuan et al., 1997).

Para ondas el4sticas, otro método es el descrito por R. Clayton y B. Enqquist, que
disefiaron ABC’s mediante la extrapolacion de los campos en los limites a partir de
los campos cercanos al contorno (Clayton and Engquist, 1977). Podemos encontrar
diferentes formulaciones de este método como la propuesta por (Lindman, 1975),
(Higdon, 1986), (Higdon, 1987), (Higdon, 1991), (Randall, 1989) o las realizadas por
(Peng and Tokso6z, 1994). Las ABC’s propuestas por Z. P. Liao hacen uso de la teoria
de multitransmisién (multitransmitting theory) (Liao et al., 1984). Mediante este
método se obtienen reflexiones de entre 10 y 20 dB més atenuadas que las logradas
por el método de Mur con una aproximacion de segundo orden (Taflove et al., 1995).
Sin embargo, todas estas soluciones analiticas presentan una debilidad comin que
se acentua en el caso de que el medio presente heterogeneidades y/o absorcion: el
angulo de incidencia de la onda.

6.2 PML, Perfectly Matched Layers

La idea del disefio de una condicién de contorno absorbente para ondas electro-
magnéticas propuesta por J. P. Berenger se basa en la construccién de una capa de
material ficticio que extienda el dominio unos pocos nodos hacia el exterior de sus
limites. Dicha capa ha de estar acoplada en impedancia de manera que el coeficiente
de reflexion entre dicha capa y el dominio sea nulo para todos los dngulos de inciden-
cia. Por otro lado, la capa debe ser disefiada para atenuar numéricamente la onda EM
que la atraviese, por lo que no existirdn reflexiones significativas al incidir la onda
en el limite de la capa con el contorno exterior (Berenger, 1994). Como resultado,
escogiendo diferentes parametros como el equiespaciado de la malla Az, el incre-
mento temporal At, o el nimero de elementos de la capa PML; el método propuesto
atenua las reflexiones en 70 dB, lo que para la mayoria de problemas es mds que
suficiente. Podemos incrementar la atenuacién de la PML refinando las mallas pero
el coste computacional comienza a ser excesivo (Katz et al., 1994).

6.2.1 Implementacion de las PML para el modelo de fluidos

La aplicacién de las ABC’s tipo PML en acustica de fluidos fue presentada por Xi-
aojuen Yuan realizando una analogia entre las ondas EM y las eldsticas en fluidos
(Yuan et al., 1997). La tnica complicacién es debida a que ya que el campo de pre-
sion es escalar, necesitamos expresar la presion en sus componentes ficticias. De esta
manera, las ecuaciones constitutivas para un fluido con pérdidas serdn:

o

pé% +a'v=—-Vp, (6.1)
10

Eait) +ap=-V-v, (6.2)

donde 'y o’ son respectivamente la atenuacién por compresibilidad y la atenuacién
asociada a la densidad. Generalmente o’ es cero, pero la introduccién de estos coefi-
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cientes es muy util a la hora de implementar las PML. Para que no existan reflexiones
debe existir acoplamiento de impedancias, de manera que para incidencia normal:

2~ s

R=——.
Z1+ 23

6.3)

Para conseguir R = 0, entonces Z; = Z». La complicacién aparece cuando existe
atenuacion en el medio como la mostrada en las ecuaciones (5.40-5.44). Para ello es
necesario definir el nimero de onda complejo &’ en el dominio de la frecuencia justo
en la interfase entre los dos medios (Yuan et al., 1997)

ku:“¢<y—fy>(1—fm>. (6.4)
c wp w

Para que no existan reflexiones la velocidad de fase ha de ser independiente del
cambio de impedancia entre los dos medios; es decir, la parte imaginaria del nimero
de onda complejo ha de ser independiente de la frecuencia. Si logramos que la
atenuacién asociada a la densidad o’ sea

o = akp, (6.5)

el nimero de onda sera entonces:

po=2 2 (6.6)
C C

ya que Kk = pc?, y reescribiendo en funcién de la impedancia actistica, Z = pc,

¥="—iza. ©6.7)
c
Si cumplimos la condicién (6.5), la atenuacién (z - «) de la onda serd independi-
ente de la frecuencia, w, y con ello podremos cumplir la condicién de acoplamiento
de impedancia para todas las frecuencias. Asi, simplificando en una dimension, la
solucidén para una onda arménica en el dominio sin PML, a, = 0, serd

p(z,t) = poe’ k), (6.8)

Eliminando la dependencia del tiempo, la solucién en el espacio x serda

p(x) = poe™" "), 6.9)
y para la onda en el interior de las PML sera

] %—iza):v i(kz)

p(xz,t) = poe_i(k @) — poe_l( = poe” e ¥, (6.10)
Como podemos ver esta solucion es una onda armdnica que se atentia exponen-
cialmente en el interior del material ficticio de la PML. En este punto atin tenemos

el problema de la incidencia oblicua. Berenger demuestra que si la atenuacién de la
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Figura 6.1: Implementacién de la absorcién de manera anisotrépica en coordenadas carte-
sianas 3D subrayando las distintas intersecciones de estas.

capa PML se disefia de manera anisotrépica (Fig. 6.1), el coeficiente de reflexién
es independiente del dngulo de incidencia. Asi, podemos crear un material ficticio
con un alto coeficiente de absorcién para atenuar las ondas incidentes siempre que
cumplamos las condiciones anteriores. Por ello, es necesario dividir el campo escalar
de presién en componentes ficticias, reescribiendo asi las ecuaciones (6.1) y (6.1) en
cartesianas 3D como:

pagtz +azp'vm:7%a (6.11)
Ovy _Op
pﬁ + Qyp - Uy = 78731 s (6.12)
ov, 0
pr +anp v = =3, 6.13)
lagf ¥ upe = f%”‘;“ , (6.14)
10 ov
7%+%py:faiyy, (6.15)
10p, ov,
e +ayp, = — P (6.16)

donde p = p, + py + p.. Es sencillo demostrar como cuando «;; = 0 en todas sus
componentes ¢ = , Y, 2, las ecuaciones (6.11-6.16) coinciden con las del modelo de
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acustica de fluidos sin pérdidas. Asi, podemos escoger altos valores de atenuacién
en el interior de las capas de contorno absorbente y la onda se atenuara sin producir
reflexiones.

En la préctica, debido a la discretizacién, dichos valores se han introducir pro-
gresivamente con una funcién continua, cominmente se usa una cuadratica (Taflove
et al., 1995). El disefio de los valores de « para una capa de absorcién de m elemen-
tos discretos (Fig. 6.1) se puede calcular como:

m—1

2
(i g k) = amax( ) s Qyigk) =0, azuir =0, (6.17)
para los elementos 7, j, k pertenecientes a la regién x1; ¢ = 1,...,m — 1, como se
muestra en la Fig. 6.1. Para los elementos ¢, j, k pertenecientes a la regién x2; donde
el perfil de absorcién es invertido, la funcidn de absorcién se calcula de igual manera

pero de manera descendente, es decirt =m — 1,..., 1.

Para i, j pertenecientes a laregién y;, j =1,...,m — 1:

m—j 2

A (ig,k) = 07 Qy(i,5,k) — Ymax <m> y o Qz(ig,k) = Oa (618)
y andlogamente, para i, j, k pertenecientes a la regién ¥ se introduce el perfil de o,
de manera invertida como: =1,...,m — 1.

Finalmente, para ¢, j, k pertenecientes a la regién z;, k =m —1,...,1:

m—j 2
Aiigk) =0, Oy =0, ik = amax<m) . (6.19)

Es importante remarcar que en las zonas donde existe interseccion de las compo-
nentes de absorcion se usaran ambas simultineamente y en las esquinas del cubo las
tres componentes. Los resultados de la aplicacién de la PML para ondas actsticas
muestran que una capa de 8 elementos se obtienen reflexiones atenuadas entre 70-80
dB, 40 dB mads con respecto a la ABC propuesta por Mur (Yuan et al., 1997).

6.2.2 Implementacion de las PML para el modelo de sélidos

La aplicacién de las PML como ABC’s para la atenuacién de reflexiones en ondas
elasticas en solidos fue propuesta por primera vez por F. Hastings, y J. B. Schneider
(Hastings et al., 1996). En este trabajo se aplican las PML de manera andloga al
trabajo de Berenger, pero teniendo en cuenta que la existencia de las componentes
de esfuerzo transversal complican el proceso. Sin embargo, un afio mds tarde W.
C. Chew y Q. H. Liu (Chew and Weedon, 1994) propusieron la formulacién de las
PML en electromagnetismo mediante el estiramiento de las coordenadas complejas
(complex coordinate stretching). Este método es computacionalmente equivalente
al propuesto por Berenger (Taflove et al., 1995) pero la formulacién y el desarrollo
presentado es directamente aplicable a otros tipos de ondas asi como a sistemas de
coordenadas no ortogonales de una manera sencilla, robusta y elegante. Asi, los mis-
mos autores publicaron (Chew and Liu, 1996) la generalizacién del método complex
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coordinate stretching para sélidos eldsticos isotrdpicos asi como la particularizacién
para el sistema de coordenadas cartesianas 2D. M4s tarde Q. H. Liu present6 la im-
plementacién del método para sistemas de coordenadas curvilineos (Liu, 1999). La
formulacion del método complex coordinate stretching se basa en realizar un cambio
de variable, de manera que las coordenadas espaciales (z) quedan deformadas.

De esta manera la parte real de las coordenadas posee el sentido fisico y la parte
imaginaria de las coordenadas complejas se deforma acorde a una funcién determi-
nada. Asi, definimos las coordenadas complejas, Z, como

i — / sz(2')da’, (6.20)
0

siendo s, una funcién continua a lo largo de la coordenada x. Este cambio de vari-
able posee esta forma integral a propdsito para que las diferenciales parciales en las
nuevas coordenadas T sean

0 1 0
—_—= 6.21
0T  s; Ox ( )
Ademais, elegimos la funcién s, como
Q
Sp = Qp +i—. (6.22)
w

De esta manera, cuando o, = 1y ), = 0 las coordenadas complejas definidas
en (6.20) no se modifican y una onda que se propague por este dominio no sufrird
transformacion alguna. Si escogemos los valores de estos pardmetros tal que 2, >
0, una onda arménica que se propague a través de las coordenadas modificadas se
atenuard exponencialmente. A su ves, si escogemos «, > 1 el nimero de onda en
esa capa aumentard y la velocidad de propagacion de la onda disminuird. Puesto
que la onda se comprime espacialmente, el efecto es similar a que la capa PML
es efectivamente mds larga y el espacio se estira. Si escogemos los factores como
a; > 1y Q, > 0, podemos obtener valores de absorcién muy altos con PML de
pocos elementos de grosor.

Asi, particularizando al modelo de sdlidos eldsticos 2D, las variables se deben
descomponer en subcomponentes. La notacién empleada para la descomposicion de
los campos vectoriales de velocidad y esfuerzo es

_ i J _ i J _ i J
vy = v; + vy, Tis = Ty; + Ty Tij = Tij T Tij- (6.23)

Para cada componente ¢ = z,y, j = y,x. Resumiendo, los subindices indican
las componentes fisicas de los campos y los superindices la descomposicién de cada
componente. La descomposicion de cada componente obedece a la direccion de las
derivadas parciales aplicadas para que la absorcién de la PML se aplique de manera
anisotrdpica.
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Asi, las 5 ecuaciones del modelo de sdlidos 2D se transforman realizando el cam-
bio de variable y descomponiendo sus componentes en 9 expresiones

o (amzj‘”/ T va§> _ Oer (6.24)

p(ay 315 L+ Qo

!)
p (ax ) 87” : (6.26)

(6.25)

P (ay o : (6.27)

para las componentes ¢ = x, y; de velocidad de particula v;,

TS v
Tex 4 70 — 2 z 2
g ot + 8T, ()‘ + ,u) oz (6.28)
orY 0
ay (;5 + Q7Y = Aai;, (6.29)
87-9” avu
Az, 2Ty = A 8;’ (6.30)
87-y 81}
Q= (A +2 —L 6.31
Qy ot + T ( + ) ay ’ ( )
para las componente ¢ = x, y de esfuerzo normal 7;;, y
(3'7‘1 81}
4 Q, Y 32
az— + Qe = p—o EIE (6.32)
ory v
Qy BN U By (6.33)

para la componente de esfuerzo de cizalla 7;;.

De esta manera, podemos identificar como afectan los pardmetros «; y €2; a una
onda que se propague por las PML: el primero es el coeficiente de escalado de la
PML y el segundo el de atenuacién. Asi, si a; > 1 la onda en el interior de este do-
minio sufre una compresion espacial, es decir su longitud de onda dentro de 1a PML
se divide por un factor «;. Asi, aumentando este pardmetro podemos aumentar el
nidmero de longitudes de onda que caben en la PML, es decir estamos disminuyendo
la velocidad de propagacién de la onda en la PML. El otro pardmetro, €2;, describe
como de rapido se produce la atenuacion de la onda en el interior de la PML.

De igual forma que ocurria en el método de Berenger, los parametros «;, €2; se han
de implementar como funciones continuas de x para que no se produzcan reflexiones.
Asfi, podemos usar una funcién cuadratica para implementar la transicién de «; desde
0 hasta apax y €2; desde 1 hasta €, . Es muy importante tener en cuenta que,
puesto que las mallas estdn al tresbolillo, la discretizacién de las funciones a; y €2;
se ha de realizar en puntos acorde a la discretizacién de los campos z = i - Az y a

= (i + 3) - Az, como se muestra en la Fig. 6.2.
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Figura 6.2: Ejemplo de implementacion de PML. Funciones «a; y €2; discretizadas para un
dominio de 35 elementos, espesor de la capa 12 elementos, max = 3, 2max = 106 rad/s.

En cuanto a los valores maximos, se buscard una combinacién de los dos pardmet-
ros que optimice la implementacién de la capa, tanto en su efectividad (coeficiente
de reflexién) como en su eficiencia (nimero de elementos de la PML). Empirica-
mente se ha obtenido que con factores del orden de aipax = (2,4), Qmax = Wmax »
siendo wmax la frecuencia de la onda incidente y un espesor de la capa m = (12, 20)
elementos se producen reflexiones de -95 dB, consideradas despreciables si se com-
paran con otras fuentes de error numérico.

Por otro lado, las ecuaciones no requieren un tratamiento especial en cuanto a la
estabilidad, por lo que se respetard la condicién de estabilidad formulada.

6.2.3 Implementacion de las PML para el modelo de solidos con pér-

didas

La aplicacién del método complex coordinate stretching para el modelo de s6lidos
con perdidas propuesto en la Seccién 5.5 es trivial, ya que la formulacién de las
pérdidas mediante los coeficientes de resistencia tiene la misma forma que la variable
;. Asi implementaremos las PML en este modelo igual que en el apartado anterior,
pero en el interior del dominio o; = 1y €; = ~; para todas las componentes 4 de
nuestro sistema de coordenadas.

6.2.4 Implementacion de las PML en sistemas de coordenadas curvili-

neos

El método complex coordinate stretching se puede aplicar fiacilmente a sistemas de
coordenadas curvilineos siguiendo el mismo procedimiento bajo ciertas considera-
ciones. Simplemente hemos de tener en cuenta que en el cambio de variable afecta
a la dependencia radial que aparece en las ecuaciones de los sistemas polares, cilin-
dricos y esféricos como
T !

r—7= / sp(r")dr’ = Ap(r) + iLr(r) )

0

w

(6.34)

Para las demads variables, 6, ¢ 6 z segiin el sistema, se realizard un cambio de vari-
able andlogo al de coordenadas cartesianas visto anteriormente. Ademads, se realizard
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la descomposicién de las componentes de los campos en funcién de la dependencia
de cada una de ellas con cada coordenada. Concretamente las ecuaciones resultantes
y la descomposicién necesaria para estos sistemas de coordenadas estan recopiladas
en el anexo.



Capitulo 7

MODELO NUMERICQ PROPUESTO
PARA LA SIMULACION DE TEJIDOS
VEGETALES

7.1 Simulacion con modulos de elasticidad estaticos

Para obtener resultados correctos en un experimento numérico, necesitamos cumplir
varios requisitos. El modelo matemadtico se ha de ajustar a la realidad que quere-
mos describir, al menos en el rango de las variables con las que estemos trabajando.
Por otro lado, los métodos numéricos empleados para implementacién el modelo
matematico han de estar optimizados para minimizar errores, ya que todos los méto-
dos numéricos son siempre una aproximacion a la solucién analitica de un problema.
Por ultimo, los datos de entrada para las variables de nuestro modelo han de ser fieles
a la realidad que representan.

Para la simulacién numérica preliminar del tejido vegetal de la naranja se ha re-
currido al modelo de sélidos con pérdidas en coordenadas cartesianas 3D. Asi se han
introducido los valores eldsticos propuestos en la Tabla 3.1 y los demas pardmetros
que se presentan en la Tabla 7.1. La naranja se ha modelado como una esfera en la
que se han dispuesto varias capas. En esta simulacion se han utilizado ademds los
siguientes parametros:
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Tabla 7.1: Pardmetros introducidos y resultados de la simulacién preliminar.

Pardmetro Valor | Parimetro Valor | Parametro Valor

p Aire 1.21 kg/mf; A Aire -0.142 MPa | p Aire 0
p Flavedo 903 kg/ m:‘ A Flavedo 1,24 MPa | p Flavedo 1,05 MPa
p Albedo 820 kg/m’ | A Albedo 1,88 MPa | p Albedo 0,45 MPa
p Sacos de zumo 978 kg/m® | X Sacos de zumo  -2.2:10° MPa | p Sacos de zumo 0
Radio de la naranja 5cm

Espesor del flavedo 2 mm

Espesor del albedo 3 mm

Ar=Ay=Az 3,025:10° m | At 4,06-10°s | Frecuencia 40 kHz
Seorant 08 | Ny i 1081/ | Nonoima 142,140/
Espesor PML 12 | (PML) apus 2 | (PML) Q0 5.02-10° rad/s
Resultados

Velocidad de Velocidad de Velocidad de

propagacion 54,62 m/s | propagacion 23,68 m/s | propagacion 22.44 m/s
longitudinal transversal Rayleigh

7.2 Simulacion con modulos de elasticidad dinamicos

Los resultados obtenidos de esta primera simulacién descubren que con este modelo
o pardmetros usados en él no podemos describir ondas con velocidades de propa-
gacioén en la corteza de la naranja que se ajusten al menos aproximadamente a las
medidas experimentalmente.

Para conseguir ondas de tal velocidad de propagacion con este modelo podemos
seguir el siguiente razonamiento: Conocemos las velocidades de propagacion de las
ondas superficiales medidas experimentalmente, asi como existen multiples referen-
cias que demuestran que en tejidos bioldgicos (acuosos o water-like tissue) (Bastard
et al., 2009) las ondas longitudinales se propagan con velocidades similares a las
del agua. Mediante las dos velocidades de propagacioén ¢, y ¢; podemos obtener las
constantes eldsticas del medio sélido en el que se propaga como:

A=p(cf+2c2), (7.1)

2
= %. (7.2)

Y si queremos obtener el médulo de Young y el médulo de Poisson en funcién de
las constantes de Lamé:

3A+2p
E=p2rr 73
Nt (7.3)
A
= —— 7.4
2(A+p) 74

Asi, considerando que la velocidad de la onda de Rayleigh es muy similar a la
velocidad transversal si la comparamos con la velocidad longitudinal, obtenemos
valores de las contantes eldsticas de la corteza de la naranja acordes a los listados en
la Tabla 7.2.
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Tabla 7.2: Pardmetros necesarios para la corteza de la naranja.

Parametro Valor
Velocidad de propagacion longitudinal 1500 m/s
Velocidad de propagacion transversal 200 m/s
Velocidad de propagacion Rayleigh 197.4 m/s

p Flavedo 903 kg/m’
A Flavedo 1.95 GPa
1 Flavedo 36 MPa
FE Flavedo 107.3 MPa
v _Flavedo 0,491

La primera constante de Lamé, A, se aproxima al valor del médulo de compresi-
bilidad para valores del médulo de Poisson altos. Asi, podemos observar como A se
aproxima al valor de la compresibilidad del agua. Por otro lado, para que en nuestra
naranja se produzcan ondas (¢, y ¢;) con dichas velocidades, el médulo de Poisson
ha de aumentar bastante. Los tejidos biolégicos y sélidos viscoeldsticos pueden al-
canzar médulos de Poisson de entorno v = (0,490, 0,499) (Goss et al., 1978) que
se ajustan perfectamente a los resultados obtenidos aqui para sélidos elasticos. Por
ultimo, las diferencias existentes entre el médulo de Young inicial (estdtico) y el
calculado aqui se explicaran en el apartado conclusiones.

7.3 Senal de excitacion

La sefial de entrada escogida es una transformada wavelet, especificamente una
Ricker wavelet, obtenida como la segunda derivada un pulso Gaussiano:

p(t) = po (1 — wot?) e~ 51", (15)

comunmente conocida como Mexican hat wavelet debido a su parecido con un som-
brero mexicano. Con ella, excitamos el dominio con un transitorio corto asegurando
una transicion suave, sin discontinuidades. En el dominio de la frecuencia esta sefial
estd limitada en banda, por lo que la disefiamos sin contenido espectral por encima
de 40 kHz para no introducir componentes dispersivas en el medio. La Figura 7.1
muestra la sefial de excitacién empleada.

7.4 Coste computacional

El coste computacional del algoritmo es muy alto debido a que para la implementacion
de las PML necesitamos descomponer las componentes de esfuerzo y velocidad
segin su dependencia con cada coordenada. Asi, en 3D, las 3 componentes del
campo de velocidad y las 6 del campo de esfuerzo se descomponen en 9 para la ve-
locidad, 9 para el esfuerzo normal y 6 para el esfuerzo de cizalladura. Asimismo,
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Figura 7.1: Sefial de entrada en el 1
domino temporal, Ricker wavelet, .
obtenida como la segunda derivada £ 0.5
un pulso Gaussiano. <
= 0
g
<
-0.5

0 1 2 3 4 5 6 7 8 |
Tiempo (s) x 10

necesitamos otras 3 mallas adicionales para guardar las componentes de velocidad
individualmente e igualmente otras 6 mallas para las componentes de esfuerzo sin
descomponer.

Por otro lado, ya que simulamos dominios heterogéneos es necesario guardar las
caracteristicas del medio en funcién del espacio, lo que computacionalmente requiere
de otras tres mallas mds: una para la densidad y otras 2 para las constantes eldsticas.
En total tenemos 31 mallas para los campos y 3 para las constantes del medio. Asi,
y sin contar factores minoritarios como las funciones de las PML que se pueden
optimizar (aunque ello implique un mayor tiempo de procesado) podemos calcular
el coste computacional del algoritmo en cartesianas trabajando en doble precision
como:

C > 8- (ng-ny-n,) - 34Bytes. (7.6)

Asi para mallar una naranja completa a 10 muestras por longitud de onda y a 40
kHz, necesitariamos 31.5 GBytes; y si acotamos el dominio en un cubo de 3 cm de
lado mediante PML necesitamos 800 MBytes de memoria, por lo que el procesado
puede ser realizado en cualquier ordenador comtin.
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RESULTADOS

De los resultados de las simulaciones se desprende que el método numérico imple-
mentado describe los fendmenos ondulatorios descritos por la teoria. Asi, las veloci-
dades de propagacién de las distintas ondas se ajustan a las predichas mediante el
cdlculo analitico a partir de sus constantes eldsticas Fig. 8.1.

Podemos representar la posicién de particula como la integral discreta de la ve-
locidad de particula, de manera que podemos apreciar representando en una gréfica
como las particulas oscilan alrededor de su posicién de equilibrio. Asi, si repre-
sentamos los elementos discretos pertenecientes a la corteza de la naranja podemos
observar como estos vibran con el movimiento caracteristica de una onda de super-
ficie, es decir, las componentes longitudinales de la onda tienen una amplitud muy
pequefia comparada con las transversales Fig. 8.2.

Con el objetivo de analizar mds a fondo el comportamiento de las ondas super-
ficiales en los medios vegetales, podemos representar la velocidad de particula en
funcién de la profundidad. Normalizaremos la profundidad a la longitud de onda en
el medio vegetal, que es de entorno a 5 mm en la superficie del tejido. Podemos apre-
ciar como a pesar de las heterogeneidades del medio y de poseer este una geometria
curvilinea se aprecian diferentes aspectos caracteristicos de las ondas superficiales
Fig. 8.3.
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Figura 8.1: Velocidades de propagacion para ondas en funcién de la elasticidad del medio y
para un médulo de Poisson de v = 0.491.

Podemos observar como las componentes de velocidad estan desfasadas espacial-
mente, de manera que la componente longitudinal es méxima cuando la transversal
horizontal es minima. Por otro lado, la onda se atenda en funcién de la profundidad,
y alin con la geometria curvilinea de nuestro problema, no consigue penetrar a una
distancia mayor que A.

Por tltimo, a una profundidad de alrededor de 0.2 A las componentes de la veloci-
dad se invierten lo que implica que el movimiento eliptico de las particulas también
lo haga; es decir pasan de describir elipses retrogradas en el plano sagital a invertir
su movimiento y girar en el sentido contrario.

Para el célculo de la velocidad de propagacién en la superficie del fruto virtual
se ha medido la respuesta temporal en funcién del espacio en puntos de la corteza
radialmente distribuidos. La configuracién de las medidas es similar al ensayo real,
con la diferencia que se ha medido en una cantidad mayor de puntos. Asi, podemos
representar las sefiales temporales en funcién de la distancia al punto de excitaciéon
(Fig. 8.4). Los resultados de realizar un ajuste linear por minimos cuadrados de los

Figura 8.2: Posicién tridimensional de la posicién de particula en diferentes instantes de
tiempo.
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Figura 8.3: Velocidad de particula en el momento de mayor amplitud en el receptor situado
en la superficie del sélido.

valores de distancia a la excitacién y el tiempo de vuelo medido son:
x = 183,9782t — 0.0043, 8.1

La superposicion de la curva calculada y el grifico tiempo espacio se muestran
en al Fig. 8.4. La velocidad de propagacién es estimada como la pendiente de
esta curva, es decir, ¢, num = 183.98 m/s mientras que el término independiente es
solo el tiempo transcurrido hasta el primer maximo de sefial. Si comparamos con
la velocidad de Rayleigh teérica ¢, = 197.42 m/s calculada para un coeficiente de
Poisson de v = 0.491 obtenemos un error del 6.8%. Aun asi debemos de tener
en cuenta que la velocidad tedrica puede variar si la geometria de la superficie es
curvilinea y si existen heterogeneidades.

Es dificil separar en una sefial las componentes superficiales y las longitudinales
si no existe un retardo temporal entre la llegada de las ondas rdpidas (longitudi-
nales) y las mds lentas (superficiales y transversales). Una solucién a este problema
es aumentar bastante el rango dindmico del diagrama espacio-temporal para poder
distinguir claramente unas componentes de otras, como se muestra en la Fig. 8.5.
Asi, podemos observar en el grafico como las trazas con una mayor pendiente se
corresponden con las perturbaciones causadas por las ondas longitudinales, mientras
que seguimos apreciando las trazas de menor pendiente que se corresponden a las
componentes debidas a ondas elésticas lentas.

Debido a que la amplitud de las trazas de la velocidad de propagacién de la onda
longitudinal es muy baja se ha optado por hacer varios ajustes para disminuir la
incertidumbre. Asi, como resultado de estos ajustes se obtiene una velocidad de
propagacién ¢; = 1357.40 m/s, lo que supone un error del 9,5% respecto de la
velocidad longitudinal tedrica en un medio homogéneo y sin geometria curvilinea.
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Diagrama sefiales temporales/posicion de medida

== Ajuste lineal para la
onda superficial

Distancia a la exitacién ()

Tiempo (5}

Figura 8.4: Diagrama de la amplitud de las sefiales capturadas en funcién de la posicién de
los receptores para calcular las componentes superficiales.

Diagrama seftales temmporales/posicidn de medida

= Ajuste para la
onda superficial

== Ajustes para las ondas
longitudinales

Figura 8.5: Diagrama necesario para calcular las componentes longitudinales.
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Figura 8.6: Izquierda: traza de particula en el momento de propagarse una onda superficial
en la direccion —x. Derecha: traza en el momento de propagarse una onda longitudinal en la
direccién —z.

Podemos observar en la Fig. 8.6 como en la traza de la derecha, la particula de-
scribe un movimiento eliptico, mientras que en la traza la de izquierda lo hace en la
direccién de propagacién de la onda.

A continuacién mostramos en la Fig. 8.7 descriptivo en el que se representa el
modulo del esfuerzo normal y en el que se aprecian las distintas ondas propagéan-
dose por el interior una naranja. Noétese la diferencia entre la longitud de onda y en
amplitud de las vibraciones longitudinales y transversales.

Si representamos la posicioén de particula podemos distinguir claramente la natu-
raleza de la vibracion de los elementos. Nétese que en el aire exterior cercano a la

Onda Rayleigh

Onda Transversal

Onda Longitudinal

y (m)

Figura 8.7: Mddulo del esfuerzo normal en una seccién de la naranja mostrando las distintas
ondas generadas en la corteza da la naranja.
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Figura 8.8: Posicidn de particula en una seccién de la naranja en distintos instantes de tiempo.

corteza se aprecian ondas evanescentes. La baja amplitud de las ondas longitudinales
en el interior de la corteza impide distinguirlas en esta representacion.

Por tltimo, mostramos de manera descriptiva como las ondas no llegan a atravesar
la naranja debido a la alta absorcién del medio y a los bajos coeficientes de trans-
misién causados por la estratificacion en capas de muy diferente impedancia acistica
existentes en la corteza de la naranja. Debido a que el dominio a simular en este caso
es mucho mayor el muestreo espacial es mucho mads bajo, por lo que los resultados
de esta simulacién son s6lo descriptivos. Nétese como las ondas transversales no son
capaces de propagarse por el fluido interior.

Figura 8.9: Posicién de particula 0.1
en una seccién de la naranja en
distintos instantes de tiempo. Mo-
dulo del esfuerzo normal en una
seccién de la naranja mostrando
las distintas ondas generadas en la 0.06
corteza da la naranja en los difer- /g

entes estratos.

0.08

0 0.0 0.04 0.06 0.08 01
z (m)
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CONCLUSIONES

En este trabajo se ha desarrollado con éxito un modelo numérico basado en diferen-
cias finitas capaz de describir los fendmenos ondulatorios existentes en los tejidos
vegetales. Dicho modelo pone de manifiesto la necesidad de pardmetros eldsticos
dependientes de la frecuencia, por lo que no podrdn usarse los medidos mediante los
comunes ensayos de esfuerzo-deformacién. Este aspecto puede ser de gran interés a
la hora de desarrollar técnicas ultrasénicas para la caracterizacidn eldstica de tejidos
tales como la elastografia.

Respecto de los resultados obtenidos, este trabajo revela que la naturaleza ondula-
toria de la superficie de la naranja estd gobernada en por ondas de Rayleigh, que han
sido caracterizadas y comparadas con las medidas experimentales obteniendo ajustes
satisfactorios. Las componentes longitudinales de las ondas en el tejido de la naranja
no sin detectadas con facilidad en la superficie de esta, al igual que ocurria en el
experimento. Aun asi, el modelo presentado es una aproximacién muy simple a los
fendmenos existentes en los tejidos bioldgicos, ya que no se han introducido térmi-
nos que describan las fuertes caracteristicas viscoeldsticas distintivas de los medios
bioldgicos.
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A

IMPLEMENTACION DEL METODO FDTD
EN EL MODELO DE FLUIDOS

En este anexo se detalla la implementacion del método FDTD en diferentes sistemas
de coordenadas. El modelo fisico es el de fluidos, con y sin pérdidas. Se detalla
también la introduccion de las PML en los sistemas de coordenadas curvilineas.

A.1 Sistema de coordenadas cartesianas 3D

El operador diferencial gradiente, V, en coordenadas cartesianas, r = (z,y, 2),
viene dado por
0 0 0
V=8—+9—+2— Al
Ox yay 0z’ (A-1)
siendo 7 el vector unitario en la direccién 7. Por otro lado, la divergencia en este
sistema de coordenadas utilizando el operador gradiente y la definicion de producto
escalar

vy | Oy | OV

5% T o (A.2)

divv=V.-v=

Simulacion de tejidos vegetales mediate diferencias finitas. 63
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De esta manera, en coordenadas cartesianas podemos reescribir las ecuaciones
constitutivas del modelo de fluidos como:

a(;’t'” = —%, (A3)
pa(;;y - _%’, (A4)
pﬁa”; = —%, (A.5)

donde v;, ¢ = z,¥, 2z es la componente ortogonal de velocidad de particula. Sigu-
iendo el mismo procedimiento discretizaremos las magnitudes en espacio y tiempo
de acorde a la Fig. A.1.

Consecuentemente, las ecuaciones del modelo de fluidos en coordenadas carte-
sianas seran:

n+% n—3

v | —v | 5 " "
elivgak ~ wlitdak p’i-}-l,j,k _p’i,j,k (A7)
At Az ’ '
(A.8)
v |n+% —w ’ *% n n
Vgt k — Yligtsk p’i,j+1,k _p|i,j,k (A.9)
At Ay ’ '
(A.10)
{n+% s "nfé n n
ighty ~ ks p’i,j,lﬁ»l _p’i,j,k (A1)
At B Az ’ '
(A.12)
n+1 n n+3 . n+3
1ol =Pl Pelidin el i 4o
K At o Ax
n+% n+%
”y|z',j+%,k - ”y|m‘—%,k N
Ay
n+% n+%
UZ|,,k 1_Uz|w 1
Jok+3 Jrk—35
_ Wi it 2y (A.13)

Az
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p(i, jk)

( ;7% t) )
oot
R

i ],kJrl)

z=k-Az ( !

y=j-Ay
r=1-Ax

Figura A.1: Mallado del espacio 3D del modelo de fluidos; sistema de coordenadas carte-
siano.

o3

Por tanto, las ecuaciones de actualizacion quedardn como:

n+% - nfé At n n
"’x’i%,ayk *”m|i+%,]yk T oAz Pl = Plie) (A.14)

n+2 n—f At n n
’ R ‘ Btk pAy p|i,j+1,k _p|i,j,k ) (A.15)

n+% o nf% At
z|i,j,k+% - Z|i,j,k+% pAz p| i, k1 p| i gk (A.16)
|n+§ . |n+§
nt+l _ n Zli+3,5.k Zli—1 5.k
Plign =Pliju — 5O Az T
n+% n+% n+% n+%
Y N lijrry = vsligny (AL7)
Ay Az '

La implementacién de ABC’s tipo PML se realizard de forma similar a lo prop-
uesta anteriormente, pero teniendo en cuenta que la descomposicién de las compo-
nentes de presion ha de realizarse en tres dimensiones. En total aparecen 6 ecua-
ciones para discretizar.

La condicién de estabilidad vendra dada por

1 n 1 n 1 <
Az?  Ay?2 A2 T

CFL = cmaxAt\/ (A.18)
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y si el mallado es equiespaciado, Ah = Az = Ay = Az, la condicién de estabilidad
se reduce a

CIIIEZLXAt\/§
—— < 1. A.19
Ah - ( )
La dispersion numérica podemos evaluarla igualmente con el muestreo espacial,
de manera que obtendremos valores aceptables para:

CFL =

Ny = Cmin > 10. (A.20)
Frae (A2)? + (A9)° + (A2)°

A.2 Sistema de coordenadas cartesianas polares

De igual forma, el gradiente en coordenadas polares, r = (r, ), es

0 10

_2Y i A2l
v "or + 97’ 06’ ( )
y la divergencia
. ov, 1 Ovg
divv=V.v= g +T(UT+80)’ (A.22)

donde v;, © = r, 6 es la componente 7 de la velocidad de particula. Para coordenadas
polares las ecuaciones constitutivas del modelo de fluidos se expresan como:

ov.  Op
P ot ar’ (A-23)
(3"[)9 - 1 8p
P ot = 1o’ (A24)
10p  Ov. 1 Ovg
/<c8t__87"+r(vr+80>' (A-25)

De manera andloga se procederd a discretizar las ecuaciones (A.23-A.25), te-
niendo en cuenta que la componente de velocidad v, no esta definida para las posi-
ciones enteras de 7 por estar las mallas al tresbolillo. Dicha componente de velocidad
ha de ser aproximada como:
n+3
oot = g

(2%] 2

n+3

i 211 (A.26)

Uy |

Asf, las ecuaciones quedaran como:

1 1

’UT’|T-L+12 . UT‘T»L C |7.l LU

it 5. i+35,0 _p i+1,5 p i,J (A 27)

At N Ar ’ '

v |n 1 v ‘n—g |n |n
0l; ;.1 — U0, - 1 1pl; . — Pl

,J+ ,J+ p Di;,

] T3 vty P54l 1,] (A28)

At ooy A0 ’
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JH Figura A.2: Mallado del
espacio 2D del modelo de
fluidos; sistema de coorde-
nadas polar.

n+ n-‘,—l n+l n+l
1 2 2 2 2
pI" el Ul sy oy N iy torlios; N
K At Ar 2r
n+% n+%
1)0‘»» 1_'U(~)|-- 1
dt3 =%
izl ere S 2 (A.29)

Despejando en funcién del campo desconocido (instante futuro), las ecuaciones de
actualizacién en un sistema de coordenadas polares quedan como:

+3 1 At
ol =l g - A (Pl — Pl (A.30)
n+ % n—1i At 1
voli ey = Voliey T oAgY = (Pl 40 = pl7y) (A31)
n+% n+2 n+% n+2
Upr|. . . . .
pn+1 —p| LA ’"|1+§,JA ’"| 1. i 7"z+§,J;_ ’“| —5.J T
T T
n+3 n4 %
vol; ;71— vol; ;%1
rAf
(A.32)

Para la implementacién de las PML en este modelo se ha de descomponer el
campo escalar de presion en sus componentes ficticias como:

p=p" +1p°. (A.33)
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Asi implementado las ABC como se describe en la Seccién 5.2.a. obtendremos
las siguientes ecuaciones:

p <araa“r + Qrvr> = —%, (A.34)

(A %+Q >_g§7 (A35)
1 ( 3;? L > %7;?7 (A.36)
- (A 85’; +Q 9) -y, — %. (A.37)

La condicién de estabilidad vendra dada por

CFL = g At | — S+ L S <1, (A.38)
(Ar) (AT Abmin)

donde podemos observar que el término \/ (Ar)2 + (ArAOmin)2 es la diagonal mds
pequefia que podemos encontrar en las celdas trapezoidales de nuestro domino. La
dispersién numérica podemos evaluarla igualmente con el muestreo espacial, de
manera que obtendremos valores aceptables para:

Ny = Cmin > 10, (A.39)
P\ (A7) + (Ar D)’

donde el término \/ (Ar)2 + (ArAQmaX)2 es la diagonal mas grande que podemos
encontrar en nuestro dominio.

A.3 Sistema de coordenadas cilindricas

Definiendo el sistema de coordenadas cilindricas como r = (r, 6, z) de manera que
r sea la distancia radial al centro de coordenadas, 6 se corresponda al dngulo polar y
z la componente de elevacién, podemos escribir el operador gradiente como

0 100
V=l et e (40

y la divergencia de la velocidad, v, como

. ov, 1 Ovg Ov,
leV—V'V— 87‘+T‘(UT+89>+827 (A41)
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(z, Js k’

—, J ) [1s+3)

(
g 4 vg[z J+= kj
UZ(Z', j,kJr%J

z=k-Az

0=j-A0
r=i-Ar

Figura A.3: Mallado del espacio 3D del modelo de fluidos; sistema de coordenadas cilindrico.

donde v;, i = r,0,z; es la componente ¢ de la velocidad de particula. Asi, las
relaciones constitutivas se pueden reescribir en coordenadas cilindricas como:

paa? - ,%, (A42)
pc?(;z _ % ’ (A44)
va e ()

Utilizando un sistema de coordenadas cilindrico y discretizando el espacio segin
la Fig. A.3, las ecuaciones discretizadas son:

N A i i
rlit Lk Tlitd gk _p|i+1,j,k _p|i,j,k (A.46)
At B A?“ ’ .
n+% _ ”—%
Ue|i’j+%7k Ueli’]q_%,k B _p|2j+1,k 7p|?,j,k (A47)
At B rAf ’ .
+1 -3
Z|n2 1_'UZI7-1'2 1 joF — D
Z»]7k+§ 17]7k+§ _ 1,5,k+1 i,4,k (A 48)
= 9 '

At Az
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+3 n+3 n+3 n+3
n+1 n nT3 _ 2 3 )
1ol =Pl Vrliegae = Ui g n Urlip L Ui T
K At Ar 2r
n+% nJr% n+% n+%
vol; 7y~ Vol ;"1 N veli g gy~ Veligiog
r/A0 Az
(A.49)
Las ecuaciones de actualizacion seran entonces:
n+t3 _ n—g At n n
vr|i+§,j,k o vr‘i-k%,j,k - AT (p|i+1,j,k - p|i7j,k) ) (A.50)
nt3g _ n—gz At 1 n n
’UG'i,j—i—%,k - v‘9|i,j+%,k - pAa; (p|i7j+l,k - pli,j7k) ) (A.51)
n+% o n—% At n n
vz|m-’k+% = Uz|i’j,k+% oAz (p|i,j,k+1 P|z‘,j,k) ) (A.52)
n+% n+% n+% n+%
V| . = Uy . V| . v .
ntl _omo Ay ’"‘H%,J,k T‘Z*%J,k i T|z+%,y,k T‘Z*%,J,k .
Plijjke = Plijk =K Ar o
n—&-% "+% n-‘r% n+%
vel. . —vgl. . V. . — v, .
g‘er%’k 9‘2 J—5.k I Z|w,k+% z|w,kf%
rAfQ Az
(A.53)

Podemos observar que en estas ecuaciones existe una singularidad para r = 0
lo que provoca que inestabilidad numérica en el método. Dicha singularidad existe
para ¢ = 0, por lo que se puede evitar la inestabilidad terminando la malla con un
elemento de presién en 7 = 0 y a continuacién los elementos de velocidad v, a una
distancia Ar/2 del centro. En cualquier caso, para el estudio aqui propuesto no es
necesario este especial tratamiento ya que debido a la gran atenuacion de los tejidos
vegetales la onda nunca atraviesa el interior. Por ello, se acotard el dominio tanto
radial como angular mediante una PML.

Para implementar la PML primero se descomponen los campos como p = p” +
p? + p?. Después, las ecuaciones quedan como:

v, _ Op

P (OZT 7675 + Qr”r) = 5, (A54)
0 oy

p (Ar = +Q,,u9> =25 (A.55)
v, _Op

1% (Oé,-at + QT'Uz> = —az, (A56)

(A.57)
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1 op” S\ Ovp

1 (9p0 /0 o 8’09

! <Arat +p") = o+ 20, (A.59)
1 op® 2\ Ove

- (ozT 5 + Q,.p ) =% (A.60)

La condicién de estabilidad vendra dada por

1 1 1
CFL = cpaxAl S+ <1, (A61)
(Ar) (AT AbOmin) (Az)

donde podemos observar que el término \/(AT)2 + (ArAbpin)? + (A2)? es la di-
agonal mds pequefia que podemos encontrar en las celdas de nuestro domino. La
dispersion numérica se evaltia con el muestreo espacial, de manera que obtendremos
valores aceptables para

Ny = Cmin > 10, (A.62)
fmax\/(AT)2 + (ATAHmax)2 + (AZ)Q

donde el término \/ (AT)? 4+ (ArAbmay)® + (Az)? es la diagonal més grande que
podemos encontrar en nuestro dominio.

A.4 Sistema de coordenadas esféricas
Si definimos el sistema de coordenadas esférico r = (r, 0, ¢) de manera que r es la

distancia radial, 6 se corresponda con el dngulo de azimut y ¢ el de elevacién. De
esta manera, se define el gradiente como

o :10 1 0

V=f—40-—+ ——p— A.63
T8r+ 7“(2)9_'—7"51119806@7 (A.63)

y la divergencia como

1 orv 1 Osin vy 1 Ov

cv=divv = — d i 2 A.64
Vv V=2 Ty rsinf 00 rsinf Oy’ ( )
donde v;, i = r,0,p; es la componente de la magnitud vectorial velocidad de

particula. Asi, las ecuaciones constitutivas se escriben en coordenadas esféricas
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(Z7 j7

(
0 ( k)
.

i, j,k+1j

k)

7.77]

o=k Ag

\495

j A6
r=i-Ar

(41

()
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(i. 2 HJE]

o)

1
it= gk
[1+2 J )

Figura A.4: Mallado del espacio 3D del modelo de fluidos; sistema de coordenadas esférico.

como:

dv, _ 9p
Por = or

9vg _ _19p
Por T roe

va _ 1 op

T rsind Oy’

10p  Ov 1 1 0O (vpsind) 1 Ovg,
kot or + r <2vr+ sin 6 00 sinf Oy

)

(A.65)
(A.66)

(A.67)

(A.68)

Andlogamente, para obtener un método numérico para la simulacién de fluidos
en coordenadas esféricas se discretizardn las ecuaciones anteriores segin el esquema
Fig. A.4. Las ecuaciones discretas quedan como:

+l _1
vr|ﬁ - vr|7,l 2. A
i+3.0.k i35k _  Pliv1je — Plijk
At B Ar ’
1 _1
7)9|T,L—fr21 - 9|n 21 1 |n _ |n
gtk igtg.k _ 1Plijr1k = Plijk
At ooy A6 ’
i vl p
elij+1k ij+ik 1 Pl — PlEy, k
At 7 sin 6 Ay

(A.69)

(A.70)

(A1)
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+3 n+3 n+3 n+3
n+1 nT3 _ 2 2 2
1ol el Ul vl N Urlisd i N Urliof s N
K At o Ar r
|”+% _ |”+% |”+% _ ‘"+%
cot V0l i1k T V0l 1 1 Yelijkts = Yelije—1
r Af rsinf; Ap
(A.72)
as ecuaciones de actualizacién serdn:
L de actual
nt+i . n—3 At n "
vr|z‘+%,j,k o vr'i-&—%,j,k pAr (p‘i+17j,k p|i,j,k) ) (A.73)
ntg _ n—jz At 1 n n
Yolijrs e T Yliiet e T SAG T (Pl 1k = PEjk) (A74)
ntg n—jz At 1 n n
& — o™ _ : v —p|™. (A.75)
Plij+3.k Plij+3.k pAp rsin 0j+% (p w,j+1k p|m,k) ’
‘n-‘r% o ‘n-‘ré v n+3 v n+3
n+l _ _|n A Tlitd .5,k Tli—3.5.k Tli+d 5,k mi—L.5.k
Plige = Pl — v Ar e
v ‘n+% o |n+% v |n+% iy |n+%
ccotf; POt T Tl 1 Telijedd T Telige-1
r A6 rsinf; Ay
(A.76)

En esta discretizacidn existe una singularidad similar a la existente en coorde-
nadas cilindricas para r = 0 que puede ser tratada andlogamente. Por otro lado, las
expresiones anteriores tienden a infinito para sin# = 0 y para cot§ = 0, es decir,
en ambos casos cuando # = 0. En el dominio discreto, ello sucede tanto como para
j = 0 como para j + 1/2 = 0 por lo que el problema no podré solucionarse me-
diante la simple colocacién de elementos de presion o velocidad. En principio para
este trabajo no serd necesario tratar esta singularidad ya que trabaja en un dominio
acotado y se evitard incluir § = 0 o su equivalente en coordenadas cartesianas, el
propio eje z.

Para la implementacién de la PML el campo de presion solo se ha de descom-
poner en dos componentes ficticias, p = p” + p?#, por lo que sélo necesitaremos 5
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incégnitas en lugar de las 6 necesarias para coordenadas cartesianas:

p @/XT + QM) = —%, (A7)
P (A 689 + Qo ) = gf; (A78)
P (A aaf o ) - Sirll();i, (A.79)
(o8 o) 5
- <Ar agt T 9*’) - <2vr 1 cot 9% T Si;%ﬁ;) . (A.81)

La condicién de estabilidad vendra dada por:

1 1 1
CFL = ¢ max At S+ S+ <1,
(A’I“) (ArAemin sin Sornin) (ATASOmin)

(A.82)

donde el término \/ (Ar)2 + (ArAb i, sin <pmin)2 + (ArA(pmin)z es la diagonal
mds pequeila que podemos encontrar en las celdas de nuestro domino. La dispersion
numérica podemos evaluarla igualmente con el muestreo espacial, de manera que
obtendremos valores aceptables para:

Ny = Cmin >10, (A83)
Fanas\ (AP)? 4 (AT AG o 811 ina)® + (ArA@inae)’

donde el término \/ (Ar)2 + (ArAfpax sin gomax)z + (ATAgOmaX)Q es la diagonal
mds grande que podemos encontrar en nuestro dominio.



B

IMPLEMENTACION DEL METODO FDTD
EN EL MODELO DE SOLIDOS

En este anexo se detalla la implementacion del método FDTD en diferentes sistemas
de coordenadas. El modelo fisico es el de fluidos, con y sin pérdidas. Se detalla
también la introduccion de las PML en los sistemas de coordenadas curvilineas.

B.1 Sistema de coordenadas cartesianas

Definiendo la velocidad v y el esfuerzo o en coordenadas cartesianas como:

v=1vy |, (B.1)

Ogzx Oyx Ozx
= |05y Oyy Ozy , (B.2)
Oxz Oyz Ozz

Simulacion de tejidos vegetales mediate diferencias finitas. 75
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donde o;;, para ¢ = x,y,z son los esfuerzos normales y o;;, para i = ,¥, 2;
j=ux,y,zconi # j,sonlos esfuerzos de cizalla. Es importante sefialar que solo ex-
isten 6 componentes independientes ya que para sdlidos isotrépicos o;; = oj; Auld
(1973). Utilizando el operador gradiente y la divergencia en coordenadas cartesianas
3D las ecuaciones constitutivas se pueden reescribir como:

Uy Ozxx Oyx Oz
pliy| =V |owy oy oy,

’l.)z Orz Oyz Ozz

Guy Oyy sy | =NV v, | + 0|V |0,
d-l'Z O.-yZ d-ZZ /UZ UZ

(B.3)
Uy
v, | V|, (B.4)
v,

donde " indica 9/0t. Asi, resolviendo en componentes cartesianas para la compo-

nente ¢ = x, y, 2z de velocidad de particula v;
Ovy  00py | 00yy | 00,4
Por ~ 0w oy | 02
Ovy  Ooyy 00y, 00y

Por = oy " ox | 0z

v, 00.., 00, 0oy,
ot ~ o2 Ox Oy’
para la componente ¢ = x, y, z de esfuerzo normal o;;

Oo v v v
ot~ A2 G HAG AT

00y, ov vy, ov,

W — (N4 2u) =L+ A A

ot~ A G IR AG AT

do Ov v v
Z—(A+2 2 A=+ 2=
o~ A FA G FAG S HAGS

(B.5)

(B.6)

(B.7)

(B.8)

(B.9)

(B.10)

y para la componente ¢ = z,y, 2; § = %,y, 2; ¢ # j de esfuerzo de cizalla 0

003y — (31}1 n (%y) 7

ot dy ox
doy.  (0Ov, = Ov,

a ( 9z dy ) ’
000 ov, . %

a M\ ox 0z )

(B.11)

(B.12)

(B.13)

Para la implementacién de las PML en este sistema de coordenadas se ha de
realizar la descomposicion de las distintas componentes de los campos. Sin la de-
scomposicion tenemos un sistema de 8 ecuaciones con 8 incégnitas; al descomponer
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los campos obtenemos un sistema de 32 ecuaciones con 32 incégnitas:

Vg
Uy
v,

O-CEI

Oyy

_ x
=0,,+to

T i z
Uy + Uz + Vg,
T Y z
Uy + Uy + Uy,
T Yy z
v, +vi + v,

x Yy z

T
Tyy

xT
UZZ

x

Y
O'yz

y z
T oyy T oyys

Yy z
+ o-ZZ + UZZ’
Y
+ Ogys
z
+ 0y

z
Tz

(B.14)
(B.15)
(B.16)
(B.17)
(B.18)
(B.19)
(B.20)
(B.21)
(B.22)

para las componentes ¢ = z, y, z de velocidad de particula v;

(B.23)

(B.24)

(B.25)

(B.26)

(B.27)

(B.28)

(B.29)

(B.30)

(B.31)
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para las componentes ¢ = x, y, z de esfuerzo normal o;;

do?
24+ Q, A+2
Qo+ Ope = (A +21) ——
do¥, (%
Qyo?, v
Wy TS = A
do? 81)
. TT Q z
Wy T80 = A5
80 vy
Gy Ty = A,
aay
ay at +Qy yy (/\—’_2:“)
80 (%Z
@z 8t Ty = 82’
do? (%
. zz Q T
Ay F 8oz = A5
do¥, (%
Qy 5t =+ QoY = 6yy
azagzz + Q.02 = (A+2u)

ot

Ovg
oz’

3vy
oy’

ov,
0z’

(B.32)
(B.33)
(B.34)
(B.35)
(B.36)
(B.37)
(B.38)
(B.39)

(B.40)

y para las componentes ¢ = x, ¥, 2z, j = x,¥, z; ¢ # j de esfuerzo de cizalla o;;

do? ov
T 2 Qz L=
Qg TiTey T HG
oc¥ Ovg
ay 8ty —|—Qy0';/y ES 8731
oo¥, v,
W Tl =i,
do? 81)
T Ot = u Y
Oy TR0y =0
do? ov
- 2T Q T z
Qogy THe0n = H G,
azaozz . —u%
ot 0z

(B.41)

(B.42)

(B.43)

(B.44)

(B.45)

(B.46)

La discretizacion de los campos de velocidad y esfuerzo de las ecuaciones anteri-

ores se realizard acorde al esquema mostrado en Fig. B.1.
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@ .. (k)

Figura B.1: Mallado del espacio 3D del modelo de sélidos; sistema de coordenadas carte-
siano.

Asi, la discretizacidn de las expresiones sin PML por medio de diferencias finitas
serd para la componente ¢ = x, y, 2 de velocidad de particula v;

1 _1
ﬁ+12 S 'Uz|n 2 o |n —0 |"
i+5.7,k itg.0,k  Yxxliyl gk rx 1,5,k

At - Az L

Uy |

n _ n
oyl jega = Tonliig oy
Ay

n n
(2 . . — 0 . .
Z””'H-%,JJH-% ”|z+%73;’€—%

o , (B.47)

s v, "2 n n
Ylij+1.k Ylij+i.k _Uyy|i,j+1,k - Uyy|i,j,k

At Ay

n n
(2 . . — 0 . .
W'Hé,ﬁé,k zy|l*%,3+%,k
Az

n _ n
Teyligpsnrs ~ Tl e s

AL , (B.48)
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n+% n—=%

Z|m‘,k+$

2
— v, . n _ n
Z|w.,k*+% _UZZ|i,j,k+1 022|i,j,k
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At

n _ n
szli+%,j,k:+% 0Zw|i7%,j,k+%

Az

n _ n
Tysli i tnes ~ Oveli ot ks

Az
(B.49)

Ay ’

para las componentes i = x, y, z de esfuerzo normal o;

n+1

n
Tuali; k= Owali'j

At

= (A +2p)
A

+A

n+1 n
Uyy|¢,j,k- - Jyy|i7j,lc

At

=(A+2p)

+A

_ n
022|i,j,k~

At

.9,k

=(A+2p)

+A

+A

’UI‘H-%JJC -

1
n+§
.oy
i—3.9:k

n+% ’UI|

Ul

n+%

n+%
wlig 1

Ay
|n+% _ |n+%
“lighk+d — "Flijk—4

’Uy|i’j+%)k -

AZ , (B.50)

n+%

n+%
Uligtan

U$|i+%,j,k‘

Ay

n+1 1. .
? _U:L'|n+2l_%7.]7k

Az
n+% . n+%

Z|i,j,k+% Uz‘i,j,kfé

(B.51)

Az ’

1 1
n+3 n+z

v, v,
Z1i,5,k+ % Z|w,k7%

Vgl 2.
I'H%,J,k

Az
—w |"+%
Tli—1 .5,k

1
n+3z

Uyl -
y|w+%,k

Az
n+%

n-&-%
ulig 1

(B.52)

Ay ’

y para las componentes ¢ = x, ¥, z; j = x, Y, 2; % # j de esfuerzo de cizalla o;;

n+1 n
ag . . — O . .
YLt L+ 5.k wy|z+§,g+%,k

At

v ln-&-% v |n+%
n Plitgg+lk  "Plitggk I
= M o
Ay
it
Yitljt+g.k  “V0ig+g.k

+u (B.53)

Az ’
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n+% n+%

n+1 _ n —
Oyeli et mes OvE Nl ke _+M”z|z;j+1,k+% vali s iy
At N Ay
nt nti
Vyliin e — Ol
+ ~ , (B.54)
e L — Oa|? v \n+% - |n+%
Frlit 5.5, k+3 Frlit 5.5k +5 S litlgkty  TFligkty n
At - Az
v |n+% Y |n+%
Flitg.5k+l  "Tlit g4k
+ 1 2 ~ 2 (B.55)

Las condiciones de estabilidad y dispersion se calculard de la misma manera que
para el método de fluidos, pero teniendo en cuenta que las velocidades médximas
estdn gobernadas por las ondas longitudinales y las velocidades minimas por las
transversales. As su vez, se tendrdn en cuenta las condiciones de estabilidad debidas
a las heterogeneidades del medio.

B.2 Sistema de coordenadas polares

En coordenadas polares, r = (r, 6), larelacién entre esfuerzo y velocidad de particula
serd para v;, para las componentes ¢ = r, f, como:

8vr aarr 1 80-7‘0 Orr — 009

= B.
P ot or r 00 r ’ (B.56)
81]9 60'79 1 8099 Org
- = e L) B.
P ot or r 00 * r’ (B.57)
para la componente ¢ = r, # de esfuerzo normal o;;
agrr avr (s 1 81}9
—=(A+2 — 4 - B.
ot (+H)8r+)\<r+ra9)7 (B.58)
Ooge Uy 1 Ovg vy
— = 2 — - B.
o~ AT “)<r+raa Ao (B.59)
y para la tnica componente de esfuerzo de cizalla o9
60r9 8'00 Vo 1 8’UT
=p( =2+ += . B.
ot <8r+r+r89) (B.60)

Para la implementacién de las PML mediante el método complex coordinate
stretching la descomposicion de los campos serd

L vy = v + v}, (B.61)

0 0 0
Opr = Opp + Oppy 099 = Ohg + Tgg, Org = 0,9 + Org- (B.62)
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Y después, para la componente de velocidad v; para i = r, § obtenemos

p <ara(;f + QTU:> - 3;7, (B.63)
p( raéf Tvr> = 8;;9 + Crr — T00, (B.64)
P <ara(;f + Qw@) - %7 (B.65)
o (A 88—: T > = 3;;" + 20,9, (B.66)

para la componente ¢ = 7, 6 de esfuerzo normal o;;

oo, v
T Orr Q, =(A+2 =, B.67
= + Qo = (A +2p) 5 (B.67)
Oo? Ovg
A"+ Qol =Xv+ = |, B.68
o+ Qop, (v + 5 ) (B.68)
0oy, - v
oy aje +Q 0py = Aa—r’“, (B.69)
80 (91}9
A0+ Qlohy=(A+2 —— B.70
y para la componente de esfuerzo de cizalla 0,9
81)9
. Ir Q, - B.71
Folepd vy
A rf Q — B.72
ot + r 7‘0 H ( 90 ) ( )
Figura B.2: Mallado del
espacio 2D del modelo de o
s6lidos; sistema de coorde- @ 7li ) s
nadas polares. P v (i +%, j] ?
‘ 7’/}(7:-,]4‘%] J
T (Hl j+lj 1
U272 i3
0=3j-A0

\—> r=i-Ar
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La discretizacion en este sistema de coordenadas se acorde a Fig. B.2 serd, Para

la componente i = r, 6 de velocidad v;

|"+% _ |”—§ " n ool — opg|”
"ty Tt _UV‘T|i+1,j —orrli; P0lit L j+1 r0livl -4 T
At Ar rAf
n n n n
Orrliviy + 0wl o00liy1; + ool (B.73)
2r 2r ’
n+3 n—g n n
— — n n
vol; jiy —voli sy oveliiy pn —oveli s s N o00l7 ;11 — oroli;
At Ar rAf
U7‘9|? 1.1 +0'r9|n 1.1
t3.Jt3 i—35,J+35
22 22 (B.74)
r
para la componente ¢ = r,  de esfuerzo normal o;;
n+tl " v |n+% _ |n+2
Orrlij — orrli —(/\+2u) "litlg i35 n
At Ar
v | +v |n+%
A m+ g g
r 2
n+% n+%
vol, . 21 — gl .
A ligey — ool (B.75)
r Af ’
+3 n+3
nt+l n o' T2
oesli; — ooel?, A+ 2 T|z+%,J * T|Z*%J
At r 2
n+% n+%
n At 2p Vol 0y el 0y n
r A6
rw+§ - rw+§
t+3,J i—5,]
+ A 2 2 (B.76)
Ar
y para la componente de esfuerzo de cizalla o,¢
n n+3 . n+3
ovoliiy sy —oroliiy iy — Ul ~ elig N
At Ar
n+% n+%
+M“9|m‘+% 0l N
2r
v|n+% . W+%
+u Mt g+l it g (B.77)

r/AQ
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Las condiciones de estabilidad y dispersion se calculardn de la misma manera
que para el método de fluidos, pero teniendo en cuenta que las velocidades méaximas
estdn gobernadas por las ondas longitudinales y las velocidades minimas por las

transversales.

B.3 Sistema de coordenadas cilindricas

Anélogamente al caso de fluidos, para obtener las ecuaciones para el modelo de
propagacion de ondas eldsticas en s6lidos en coordenadas cilindricas haremos uso del
operador gradiente y de la divergencia en coordenadas cilindricas. Asi, la relacién
entre velocidad y esfuerzo se puede expresar en funcién de r = (r,0, z) para las

componentes de velocidad cémo:

vy _ 0oy 1 dovg o, Orr — 000
ot ~ ar v o0 | o r
81;9 o 80’,«9 1 (90'99 80'92 20’,«9
ot —ar "r 00 " 0z | 1
Ov, Doy, 100¢,  00.. 0.
Por " ar Tree T er v

para las componentes de esfuerzo normal como:

0oy B ov, v, 10vg Ov,
o A ar“(r 790 az)’
Ooge B v, 10wy ov,  Ov,
ot —W?“)(ﬁrae)“(ar 72
00.. ov,, ov, v, 10vg
ot _()\+2M)8z+)\(8r+r 7"8{9)7

y para las componentes de esfuerzo de cizalla como:

(B.78)
(B.79)

(B.80)

(B.81)
) , (B.82)

(B.83)

(B.84)
(B.85)

(B.86)

0o B Ovg 10v. vy

o HM\or Tree )
00, Ov,  Ov,

ot M\ or "oz )
00, 10v, Ovy

o M\ra0 "9z )
Para la implementacién de las PML en primer lugar se descomponen los campos

como:

vy = o7 4+ 08 + 07, vp = vj + vj) + Vg,
Opr = U:r + Ufr + 0-72‘T7 0gg = Ug@ + 039 + 0.59’
Ur9=<7:9+‘7f~07 ngzagz—‘rdgz,

v, = o7 + 00 + 07,
r 0 z
Ozz = Ozz + Uzz + azz7
r z
Ory =0,,+0r,, (B.87)
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y en segundo lugar se expresan las ecuaciones constitutivas como:

A A
P <ar ;{ n Qrv;> - %, (B.88)
ol do,
P (Ar 81}; +Q;~Uf> = 8096 + orr — 069, (B.89)
> 9o,
P <azg7" +sz5> - gz , (B.90)
(B.91)
vy N\ 9o,
P <ar€;’f n Qw@) - ;T", (B.92)
[
p (Ar%f + inﬁ) = % + 2070, (B.93)
A3 d0p.
P <az gt" +sz5> - %, (B.94)
(B.95)
AT A
P <ar ;tz —&—Qrv;) - gr , (B.96)
[
p (Ar o +Q;v2> = %% 1., (B97)
A? 90,
p <az;: +sz§> = gz : (B.98)
(B.99)
do™ v,
a gt +Q0n, = (A+2p) a”T : (B.100)
aafr ;0 Ovg
Ar ot + Qrorr =\ ('Ur + 89) s (BlOl)
az% + Q07 = A%UZ, (B.102)
VA
dot v,
a g;)o Q00 = /\8—1;, (B.103)
90! 9
AT% Ll = (At 2u) (w + 8“;) : (B.104)
9oz v,
a, 259 + Q.08 = Aa—vz, (B.105)
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aTaa% + Q0. = /\a(;:’ (B.106)
A, agf Lol =, + %, (B.107)
o, 8;;2 L Q0% = (A +2u )%U; (B.108)
araa; + Q07 = u%, (B.109)
A, 8;;9 Lol =p (%ver —U@) , (B.110)
Aragfz + ol = u%, (B.111)
a, agfz + Q.08 = M%, (B.112)
ar agfz FQol, = Na(;;f, (B.113)
azc‘)g;z + Q.07 = N%”ZT, (B.114)

Andlogamente, podemos discretizar los campos de velocidad y esfuerzo en es-
pacio y tiempo en coordenadas cilindricas. La discretizacion espacial se realizard
acorde al esquema Fig. B.3.

. Trr,ﬂﬂ.:z(i7 JJC)
=p v,.(i—i—é, j,kj (-2 )
| ﬂ
. 1}9[27]"‘5,]6] [wf% A-J%)
| s L
‘ Uz[la jak‘i‘gj (,,%‘J‘k ity k) [ Wl k)
- 11 [771 ; k+l) (i.5.k)
T ﬂv0(1+57]+5,]€) Ty
. ng(i j+l k+ )

forhaee]
z=k-Az
e
=i-Ar

Figura B.3: Mallado del espacio 3D del modelo de sélidos; sistema de coordenadas cilindrico.

it k+lj

( 1 Sy
i gk
2

N = o=
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Asi, las expresiones anteriores para las componentes de velocidad se discretizan

Ccomao:
1 _1
UT|1.1+12 " Crr|? — o |?
i+3,5.k itg.0k  Orrli4l ik rrli,gk .
At Ar
n _ n
1oroly vy "T"'H%J*éﬁ’w‘..
r Al
n _ n
07'Z‘i+%,j,k+% U”‘H%,Lk—%
Az
n n
Lol e Fomlie
r 2
1000410 +000l7 1
- i+1,5, 2575 , (B.115)
r 2
”JF% ”*% n n
Voligy e~ Vliglpe  Oroliy srya —orolly oy +
At o Ar
n n
+}U90|z',j+1,k —o66lijn n
r A6
n _ n
00z lijey hry ~ 00Ny g Foe
Az
n n
20000y s Tl s s
-z 2272 22 (B.116)
r 2
”+% n—y n n
Vel s ~Veligaey Ol jees ol ies n
At o Ar
n _ n
190y ey =00l g
r A
n n
+0zz|m‘,k+1 —0z:li ik I
Az
n n
20eli g jpey Tl y ey (B.117)

r 2 ’
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para las componentes de esfuerzo normal como:

n+1

n+% |n+2
ok~

vpl 2
r|z+%’a,k¢

lngﬁ

Trrlak _ (34 o)

At Ar

1
n+3

AL vr‘“r gk Tl

r 2

v|n+% U|n+%
ol. . — vyl .
/\1 i,j+5.k i,j—%.k

A6
‘n+% |n+%

Zli g k+ 5

A 1
%kag

Az

n+% n+%

Ur|

n+1
906lik — 00015k

T2 —w] 2
i+3.5.k T‘z—%u,k

=(A+2p)

At 2

n+%

n+%
A+ 2 Ueli,j+%,k - U9|i,j—%,k

)

r Ad
|n+% |n+;

vl 2. —
"litd .5,k "i—1.5.k

+A T

Ar

‘n+% - |n+% .
#ligk+3 “ligk—3
+A : -

Az ’

n+1

nt+i _ W+%
Tz2zli5,k Ozz| 1,5,k

zl; s 1
%Lk—a

'Uzi . 1
_ (>\+2’U,) 7]7k+2

At Az

n+2 |n+%

U —|—v, .
A T| Tl—%gk

r 2
n+3 n+3
Ur|. ., — U
le-i—%dak vl

+A

i—2%.,5.k

Ar
n+%

wll 72, =l
ATOijrg e~ 0Lk

r AO

“+ ..

+ ...

b

+ .-

“+ ..

+ .-

(B.118)

(B.119)

(B.120)
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y para las componentes de esfuerzo de cizalla como:

1

UT@W—:_%IJ-F%JC —ovoli s vin U9|?-&-+Ej+%,k’ — vt + 5k

At o Ar
n+% -
14 i+3,5+1k
r AG

1 1

u”9|j11fj+é,k+”9|$f;k B.121

n+%

U'rl UT'i—}-%,j,k

n n+3 n+3
e e S R
At - Ar T
nt3 n43
UT|i+é2,j,k+1 - Urli+;j,k
Az ’

n+1 _
Tralivs jes = Oral Vs

+u (B.122)

1 1
n+1 n ntgy nt+s
a, .. — 0 A Vyl|. . — V. .
o=lig vy nry — o0l s i sligriary ~Velijineg L
At Ab
n-&-% n-&-%
Vol; i wrn — V0l s
Az '

+u (B.123)

Las condiciones de estabilidad y dispersion se calculardn de la misma manera
que para el método de fluidos, pero teniendo en cuenta que las velocidades maximas
estdn gobernadas por las ondas longitudinales y las velocidades minimas por las
transversales.

B.4 Sistema de coordenadas esféricas

De igual manera, resolviendo las ecuaciones constitutivas utilizando el gradiente
y la divergencia en coordenadas esféricas podemos obtener las expresiones en las
componentes r = (7, 0, ¢) de manera que resolviendo para la componente i =, 6, ¢
de velocidad de particula v; como:

ov, 0oy }80,«9 . 1 Oory | 200 — 099 — Opyp + Org cot
ot = “or r 00 rsing Jy T ’
(B.124)
Ovg 10099 Ooyg 1 0oy, . 30v9 + (099 — 0pyp) cOt O
A B.125
Pot r 00 + or * rsinf Oy + r ) )
v, 1 0opy 0oy 180@, n 30, + 204, cot 0 (B.126)

P ot = reind Jp or +7" 00 r ’
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para la componente ¢ = r, 6, ¢ de esfuerzo normal ¢;; como:

0oy ov,. 2 10vg coté 1 Ov, ov,
_ 2, 4 LOve | cotd Do) 42,2 (B.12
ot )\<3T+TUT+T39 v rsin9830>+'u8r’( »
Jogg | (Ov, | 2 10vy cotf 1 v,
ot ( o T e T e e ) T
v, 10vg
2 — 4 —— B.128
* ( + r 00 > ’ ( )
0opp  (Ov, 2 10vg coté 1 Ov,
o < ar TRt e vt im0 op ) T
+2u (”’" PSR a%) , (B.129)
r rsind Oy

y para la componente ¢ = 7,0, ; j = 1,0, ¢; i # j de esfuerzo de cizalla o;; como:

8UT9 - 1 6vr (% 87}9

ot ( 20 + t ar> ! (B.130)
dory 1 Ov. v, | Ov,

a M <7“sin9 dp v or )’ (B.131)
dog, 1 Ovg 10v, cotf

o <r sinf dp 90 e ) (8.132)

La implementacién de las PML en coordenadas esféricas se realiza descomponiendo
las componentes de los campos en funcién de su dependencia de la coordenada r y

. Trr,95.¢¢(i7 ]>k)
“p v{i%m}
® 4 vg(z',j%,k

¢ v‘,[i, j,kJr%)

Figura B.4: Mallado del espacio 3D del modelo de sélidos; sistema de coordenadas esférico.
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el resto, al que denominaremos 6,

6
v, = v 4+ 0%, vg = vy + 0,7, v, = v, + vg‘p, (B.133)
. 0 . 0 . 0
Opr = Oy + 0.7, Tg9 = Ogg + Tpp Opp = 0gp, 00,  (B.134)
(%) 0 0
Org =0rg+ 0,0, Oop = Ue;f, Orp =0y p + 0.8, (B.135)

Finalmente, las ecuaciones constitutivas se escriben para las velocidades como:

o (aT%? + Qrv:) _ 9o (B.136)

J0re 1 OJo
= 8; +Sin0 a;‘P +20rT709970Lp¢+0T9C0t0,

(B.137)

(B.138)

00 sinf Oy
(B.139)

v? 1
p (Ar ] + Q’rvg‘P) :8006 + 900, + 30,9 + (099 — 0 cOL B,
) (B.140)

? Ooyg 1 o
A, 4 Qe | =22 i o £ 2 t0, (B.141
p( TR ) 90 T sng Bp | O0re T200pcotd, (B4

para los esfuerzos normales:

do”. ov,

o I 4 Q07 = (A +20) ST (B.142)

A, agff + Qo =\ (QUT + % + cot vy + Sirlleé;;"> , (B.143)

on agfe + Oty = )\%, (B.144)
A, 3;5;0 + Q;azg = (er + % + cot Qvg + 5111198812:) +

+2u (vr + %”9") , (B.145)

0. %22 0.7, =22 (B.146)
A, 82%@ + Q’TU% = (QUT + % + cot Ovg + 8111108813) +

19
+2u (v + cot Bug + —— 222 (B.147)
sinf dp
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y para los esfuerzos transversales como:

r 1o}
ar g;*" L Qol, = u%, (B.148)
do’? ,
A, g;e + Q% =y <8;9 — va) : (B.149)
Hol¥ 1 Ov
A2 4 Vol = [ — 2L — B.1
ot e TH <sin9 Do UW) ’ (B-150)
dao. 0
oy + ol = u%, (B.151)
dob? 1 dug Ov
® 1 _Op 4 e
A, 5 + QTUW =u <sint9 9y + 50 cot 9%) . (B.152)

Por ultimo, las expresiones anteriores en coordenadas esféricas se pueden dis-
cretizar en espacio y tiempo segin el esquema mostrado en la Fig. B.4. Asi, las
ecuaciones constitutivas las podamos escribir de manera discreta para las compo-
nentes i = r, 0, ¢ de velocidad de particula v; como:

n_;'_l n—3i1
UT|. 12, —’UT|. 12, n|‘ L n|,,
i+35,5,k i+3.9,k :Urr i+1,5,k — Orrlig,k I
At Ar
n _ n
1700b g 0ol ge
r Al
n n
Oro|™ 1 . —0ro|™ 1
1 T‘P‘z+éu,k+% TW‘H‘%JJC—% .
rsin 6 Ay
n n
Lorelfr e+ orrlijn
— + P
T 2
n n
1oooly1 i 00017 &
— = _|_ -
r 2
n n
_ laww‘i-u,j,k + Usw|i,j,k 4.
r 2

n _ n
cot § 7ol g jan — Troliy o1

B.153
- 5 . (BIS3)
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n+l n—1
U6|4-21 —129|,,21 1 009|7 — opo|?,
,j+35,k 1,5+35,k _+ 001i,5+1,k 00155,k

At o Ad
n _ n
ool y g~ ool s s
Ar
n _ n
1 90elip sy — Tl 0y
rsinf Ay

n —
§0”b+%d+%$ orolil g -y
r 2
cot 0 0'99|;L,j+1,k + 009‘?’]’,]@

r 2
cot 0 Opoli i1 T Toplijk
— " 2,J+ ’2 275 ) (B154)

n+l n_l
it el i 1 el — el
i,5,k+5 i,j,k+z PPl g k+1 eeli gk

At ~ rsinf Ay

Uw|?+%,j7k+% - Ur«pw,%‘,j’;ﬁ%
Ar
1900350 vy ~ 00l g v
T A
3 UW|?+%,;‘,I<+% - UWL** gkt
r 2

2 ool i1 kpy T OO0 1kt
+ —cot 6 ’ %
r 2

, (B.155)

para la componente ¢ = 7, 8, ¢ de esfuerzo normal o;; como:

n+1 n
i,9,k Urr|iaj7k
e =(A+2u)

ntg o, |n+§
itk Tli-g 4k
Ar
n+2
)\ ’U»,‘|H_ gk + ’U»,‘|l_7 ,J:k

T 2

Ory Ur'

v ln-&-% v |n+%
AT ege — Olig-dk
r Al

n+% n+%
Acot @ ve‘z’,j+%,k + ve‘i,j—%,k
T 2
v |n+% - |n+%
A Teliged T Velige—1

+ rsin 6 Ap ’

(B.156)




94 IMPLEMENTACION DEL METODO FDTD EN SOLIDOS

n+%

_ U9|i,j—%,k

v |n+%
Qg A+ 20700 54 Lk n
r Af
v |n+% |n+%

Mlitgak — rliodk

+ A 2 2 4.

Ar

n+3 n+3%

)\UT‘H Jk—H}T‘ i— 5,4,k

r 2

n+1 n
UO@MJJ:"”@@

At

1

Acot 6 U9|Z;r+2%,k + U‘9|i,j—%,k
_|_ - 2 +...

i -
n A el
rsin 6 Ay
v n+2,
+2“71~ ol ’J’“;r ol ik (B.157)

n+%
“lijk—1

n+%
Plijk—3

1
n+1 n n+§ _

Oooliin = Oeelije  A+2u U“’Ii,j,kJr%
At rsin 6 Ap

n+3
()\+2M)C0t9v0|z]+ k+v9|zj—z—
+ 2 +...

r
n+% v |n-i-2
T

el R

i+5,5,k i—31.4.k

+ A 2 A 2 + -
r

n+% n+%
2\ Urlig £ Ol
T
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Las condiciones de estabilidad y dispersion se calculard de la misma manera que
para el método de fluidos, pero teniendo en cuenta que las velocidades médximas
estdn gobernadas por las ondas longitudinales y las velocidades minimas por las
transversales.
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Abstract

The elastic parameters of fruit and vegetables are normally monitored in quality con-
trol processes as there is a good correlation to the degrees of firmness, turgidity and
humidity. These parameters have been traditionally measured by means of penetra-
tion tests, which are destructive. This has resulted in the increased attention recently
given to ultrasonic techniques applied to the quality evaluation of horticultural com-
modities. Nevertheless, since most of the fruit and vegetables display a viscoelastic
behavior, the penetration test should be considered to be quasi-static, especially when
compared with the speeds associated with the ultrasonic tests. Both methods should
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provide different values for the elastic parameters. The aim of this work is to study
this discrepancy in the values of the elastic parameters and interpret the elastody-
namic behavior of the vegetable tissue under an ultrasound test. Thus, the paper
presents an ultrasonic nondestructive method to evaluate the elastic parameters of
the sweet orange peel at 40 kHz. The complete dehydration process of two sets of
oranges (Navelina and Ortanique) was monitored for 2 months. A linear elastic solid
model with viscous losses was numerically solved using a simulation scheme based
on a 3D-Spherical FDTD method (Finite-Difference Time-Domain) in order to in-
terpret the results, which proved that the elastic parameters obtained by penetration
and ultrasonic tests differ. The method provides an empirical relation between the
hydration state and the elastic parameters of the orange peel. Therefore, the proposed
ultrasonic test reported in this work is capable of determining the hydration state of
the orange simply by measuring the propagation speed of the Rayleigh waves on
the orange peel, and hence, can be used as a fruit quality index during postharvest
processes.

C.1 Introduction

In the context of modern agriculture and its competitive markets there is growing
interest regarding the need to evaluate the quality of fruit and vegetables. Quality
is a subjective term consisting of many properties or characteristics such as sensory
properties (appearance, texture, taste or smell) that have to be examined by people,
and mechanical and functional properties, in addition to nutritive values, chemical
constituents, and the absence of defects. Mindful of this, instrumentation and meth-
ods to measure quality-related attributes have been developed over the last 80 years,
most recently in an attempt to establish non-destructive and real-time systems. In
order to evaluate texture attributes, the mechanical properties are usually measured
(Abbott, 1999). The traditional methods for evaluating these properties (such as
Young’s Modulus, and also the rupture force and bioyield force) are puncture or
compression tests made at relatively low probe speeds (< 1 m/s), typical of such
instruments as the Magness—Taylor fruit firmness tester and the electronic universal
(Force/Deformation) testing instruments, which are quasi-static.

Acoustic methods are also used for quality evaluation (accounting for approx-
imately 20% of the nondestructive techniques, Butz et al., 2005). In specifically,
ultrasonic devices and measuring techniques have been developed over the last two
decades to evaluate the mechanical properties of tissue, allowing the nondestructive
monitoring of some physiochemical, biochemical and mechanical changes that occur
in fruit tissues during the various stages of their pre- and postharvest existence. Some
examples of these can be found in Mizrach (2000), Flitsanov et al. (2000), Verlin-
den et al. (2004), Bechar et al. (2005) and Gaete-Garreton et al. (2005). A review
of the different ultrasonic techniques used for determining the material properties of
fresh fruit and vegetable tissues during the last two decades can be found in Mizrach,
2008. Some of these techniques have been used in the past to find correlations be-
tween ultrasonic velocity and absorption through the orange peel and turgidity and
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the hydration state of oranges (Camarena and Martinez-Mora, 2006; Camarena et
al., 2007). These techniques can also be used to evaluate the elastic parameters of
the orange peel and consequently the hydration degree, as it will be demonstrated in
this work.

The information of changes in postharvest physico-mechanical properties (elastic
parameters) of the orange peel and the fruit under ambient and refrigerated storage
conditions is important to help to determine the appropriate handling, packaging,
storage and transportation systems (Singh and Sreenivasula, 2006).

The orange, just as most of the other juicy fruits such as the tomato, cherry and
various berry fruits, exhibits viscoelastic behavior. This signifies that the elastic pa-
rameters depend not only on the force and deformation, but also on the time factor
(Abbot, 1999). Regarding this, the elastic parameters obtained with quasi-static tech-
niques may differ from those obtained using ultrasonic techniques. Evidence can be
seen in Table C.1 that displays a review of the elastic parameters measured by means
of quasi-static procedures for different fruits, the bulk and shear speed calculated
from these parameters and the speed evaluated from ultrasonic experiments. These
experiments can be destructive, if inner parts of the fruit are directly measured, or non
destructive, if the ultrasonic wave is excited and detected in the surface of the fruit.
However, the speed measurements are always associated to shear or surface waves,
as it will be demonstrated in this work. There is a clear disagreement between the
calculated and measured speeds for all the fruits, and it is one of the objectives of
this work to clarify this disagreement.

In this work an ultrasonic nondestructive method is proposed to evaluate the elas-
tic parameters of the orange fruit. Two sets of oranges, Navelina and Ortanique,
have been monitored ultrasonically during the entire dehydration process (2 months).
From an elastodynamic point of view, the entire orange has been discomposed into
three spherical shells corresponding anatomically to the flavedo (fruit peel), albedo
and inner carpels tissue of the orange fruit. A linear elastic model has been proposed
and a computational method based on FDTD (Finite-Differences Time-Domain)

Tabla C.1: Quasi-static measured elastic properties, density, p, Young modulus, £ and Pois-
son’s ratio, v. Calculated longitudinal, c,, and shear, cs, wave speed, and ultrasonic mea-
sured speed of various fruits and vegetables, c. Quasi static data from: Orange (Singh and
Sreenivasula, 2006); avocado (Baryeh, 2000); Apple (Grotte et al., 2002); Potato (Jindal and
Techasena, 1985); Carrot (Bunyaphlanan, 1973).

Fruits Quasi-static measured parameters  Calculated Measured
p (kg/m®) E (MPa) v cp (Mfs) ¢ (mfs) ¢ (m/s)
Orange 903 1.57 0.34 82.7 54.6 130-240
Avocado 963 0.48 0.33 32.1 18.2 150-400
Apple 1003 3.33 0.17 65.1 36.5 98-183
Potato 1087 7.14 0.25 60.8 34.1 686.9

Carrot 1021 6.96 0.30 104.1 64.1 341-500
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scheme has been implemented in order to simulate the propagation of the ultrasonic
waves through these three layers. It has allowed us to clarify the nature of the differ-
ent waves traveling through the orange, to demonstrate that the waves measured by
our device are surface waves and also that the quasi-static parameters are incoherent
with the ultrasonic framework.

C.2 Experimental set-up and measurement procedure

An experimental transmitter-receiver device was designed to excite and detect acous-
tic waves on the surface of the orange as can be observed in Fig. C.1. A harmonic
wave function generator (Agilent model 33220A, Agilent Technologies Canada, Mis-
sissauga, ON, USA) and a power amplifier (ENI model 240L, ENI, Rochester, NY,
USA) were used to excite a 40 kHz ultrasonic sandwich transducer built in our labo-
ratory. An identical transducer was used for reception, and an oscilloscope for data
acquisition and analysis. Two aluminum ultrasonic energy concentrators were used
to match the surface diameters of the transducers, i.e., 14 mm, to the desired area of
contact with the fruit, a diameter of 2.1 mm, using conical reduction and a flat tip
shape.

The transducers were mounted on a goniometer in order to change the angle be-
tween their axis, thereby changing the gap between the transducer tips (between 2
and 10 mm) and permitting a perpendicular contact between the concentrators and
the orange peel. A system of springs at the bottom of the transducers controlled the
contact force applied to the fruit peel, which was maintained constant at 2 N. This
particular force was chosen in trial and error tests as compromised between sufficient
contacts force and preventing of tip penetration into the fruit tissue.

Emitted waves penetrated the peel and propagated through the adjacent tissue
along the gap between the probe tips. Wave speed was calculated by measuring the
time of flight at different gaps (2, 4, 6 and 8 mm) and fitting a line. The attenuation

Generator I Oscilloscope

| — o 230 .
- = © & Trig+signal
— =T

signal

Amplifier <" Receiver

Figura C.1: Scheme of the ultrasonic measuring system.
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coefficient was calculated by looking at the exponential decay of the received wave
amplitude at the same gap distances (Krautkramer and Krautkramer, 1990).

On 30 January 2010, two batches of oranges were harvested from the same field
(La Safor, Valencia, Spain): a set of seven Navelina sweet oranges (Citrus sinensis,
L. Osbeck) with a similar size (mean diameter 7.1 cm and S.D. 0.3 cm), weight (mean
weight 191 g and S.D. 26 g) and maturity, and a set of seven Ortanique oranges, a
hybrid of the tangerine and sweet orange (Citrus sinensis x Citrus reticulata) also
of a similar size (mean diameter 6.7 cm and S.D. 0.2 cm), weight (mean weight
130 g and S.D. 13 g) and maturity. No specific chemical processing was applied to
the fruit and it was stored under ambient conditions (20-23 °C and 49-53% relative
humidity).

The seven Navelina and the seven Ortanique oranges were monitored for their
ultrasonic properties and degree of dehydration over 65 d. The extent of dehydration
was evaluated from the weight loss, as explained in Camarena and Martinez-Mora
(2006) and Camarena et al. (2007).

C.3 Numerical simulation

With the aim of understanding the nature of the wave detected by the ultrasonic ex-
perimental device, a FDTD simulation has been implemented. An inverse method to
obtain the elastic parameters from the speed measurements has been used. Thus, the
wave propagation speed has been experimentally measured in the fruit surface and a
compressional sound speed similar than water has been assumed. From these sound
speed values the elastic properties of the orange peel has been calculated and finally
simulation was launched with these parameters to check that the received waves in
that simulation are the same that the measured ones. The concordance was checked
by study the polarization of the waves and the sound speed in the media detected by
the simulated ultrasonic device. This procedure has been widely used in other fields
such as geophysics, where it is used to obtain the mechanical characteristics of the
soil (Banab and Motazedian, 2010) and in biomechanics where it helps to charac-
terize biological tissue such as bones (Bossy et al., 2004). The proposed simulation
considers a physical model for the orange (a linear elastic solid) and a set of bound-
ary conditions (three spherical layers with different levels of thickness according to
the characteristics of the orange), and also presupposes the values of the elastic pa-

Tabla C.2: Mechanical parameters used in the simulations for the two models.

Parameter Air Flavedo  Albedo Inner core
Density, p (kg/m®) 1.21 903 820 978
Lame’s 1st, A (MPa) 0.142 195103 0.62-10° 2.2.10°
Lame’s 2nd, ¢ (MPa) 0 36 10,8 0

Young Modulus, £ (MPa) - 107.3 22.2 -

Poisson’s Ratio, v - 0.491 0.25 -
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rameters of each of these layers (as shown in Table C.2). From an elastodynamic
perspective, the orange tissue can be divided into three different layers. Firstly, the
outermost part of the fruit peel is the orange pigmented shell known as the flavedo,
where, embedded in the pits, are the many volatile oil glands. On the reverse side of
the flavedo, there is a porous white layer, the albedo. Finally, the water-like tissue
core of the orange is composed of fluid-filled vesicles called carpels which contain
the orange juice and seeds (Agusti, 2000).

Due to the elevated water content in fruit’s peel (about 75% of the peel mass is
water, 296% dry basis (Singh and Sreenivasula, 2006)) it is reasonable to believe that
a linear acoustic fluid model for wave propagation would be appropriate to study the
elastic parameters of the orange peel. This model is able to predict the directivity
pattern of the sound pressure field (Mizrach et al., 2009). However, as will be ob-
served from our study, longitudinal acoustic waves are incapable of explaining the
low values obtained for the wave velocity in the experiments. Transverse wave prop-
agation should be taken into account. As such, it is necessary to incorporate the shear
elasticity within the model. In order to do so, the wellestablished model for a linear
elastic solid is proposed; that is a solid for which the strain is fully determined by the
stress. Additionally, as the cell structure of the orange is very small in comparison
with the typical wavelength of ultrasound on these media (5 mm for shear waves
and 3.8 cm for longitudinal waves at 40 kHz), it can be assumed that the tissue is
homogeneous and can be fully described by its linear elastic properties.

The main equations of the model can be deduced from Newton’s second law and
Hooke’s law (Auld, 1973). In velocity-stress lossless formulation this can be written
as:

%:/\T(V~v)+u(Vv+vV), (C.1)
ov
pg =V (C2)

where o is the stress tensor, and v is the particle displacement velocity vector. This
model accounts for the propagation of volumetric waves (longitudinal and trans-
verse) as well as surface acoustic waves (Rayleigh, 1885).

Due to the spherical shape of the orange, the most straightforward way to solve
the problem is to express Egs. (C.2-C.2) in the spherical coordinate system (r, 8, ¢),
where r is the radial distance, 6 is the azimuth and ¢ the elevation angle. For the i-th
component i = (r, 8, ) the particle velocity v; is:

Ov, 0oy }80,«9 . 1 Oory | 200 — 099 — Opyp + Org cot
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for the normal stress o;; as:
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and, finally, for the ¢ = (r,0,¢), 7 = (r,0,¢) and i # j the shear stress o;;
components can be expressed as:
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7p, 1 are the resistance coefficients related to the attenuation coefficient of the
longitudinal and shear waves respectively (Hosokawa, 2008). The singularity at r =
0 and # = 0 is taken into account in the definition of the numerical scheme by
excluding the center of the sphere and the plane » = 0 from the computational
domain.

An explicit Finite-Difference Time-Domain method (FDTD) was used to simu-
late the elastodynamic behavior of the orange fruit. Thus, the linear solid equations
are discretized using second order central difference approximations for the space
and time partial derivatives and solved by a leap-frog scheme (Schréder and Scott,
2002; Chen and Chew, 1998; Chew and Liu, 1996). This leads to a spatially stag-
gered discretization of the velocity, the normal and shear stress fields, and a temporal
staggered discretization of the particle velocity vector and stress tensor.

The numerical model for the orange is defined by a domain divided into three
concentric spherical shells. The surrounding outer layer of the orange domain is air.
The first layer is the fruit’s external orange shell, the flavedo (2 mm thick with a
50 mm curvature radius), next is the inner layer, the albedo (3 mm thick with a 48
mm curvature radius) and finally, the inner core (45 mm of curvature radius). The
mechanical features of the materials selected for the simulation are listed in Table
C.2 and their use is justified in Section 5 of this paper.
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The unit cell of the spherical mesh consists of a pyramidal frustum element of
appropriate length to limit the numerical dispersion of the computational method.
To ensure this, the number of elements per wavelength, /Ny, must be higher than 10
for all elastic waves. Therefore, the length of the unit cell is chosen according to
Eq. (C.12): the dispersion is determined by the minimal elastic wave speed and the
maximum frequency of the signal in all subdomains:

Cmint/ (AT 24 Tmax 0 sin A 24 Tmax\ -2
v V@ar 4 ( : O )

Thus, the highest element’s diagonal is 3.025 x 10~° m, which leads to 10.8 and
142.1 elements per wavelength for transversal waves and for longitudinal waves re-
spectively at a frequency of 40 kHz in the peel layer. The temporal step, At, of the
algorithm was selected to preserve a maximum Courant number of 0.9 over all sub-
domains, and to ensure that the stability conditions at media interface are satisfied
(Hosokawa, 2008). According to the rectangular coordinates, the CFL stability con-
dition for the spherical FDTD scheme is governed by the highest elastic wave speed,
Cmax, and the smallest element’s diagonal over all subdomains:

At < ! . (C.13)

e ()2 4 (P A sin Ap) 2 + (rna Ap) 2

Note that these relations, Eqs (C.12) and (C.13), are empirical expression based
on our numerical experiments, like the stability conditions in (Chen and Chew, 1998)
for cylindrical coordinates. In order to reduce the computational cost of the nu-
merical scheme, only a sector of the total orange domain has been simulated, and
a Perfect Matched Layer (PML) was used to absorb reflections at the boundaries.
The PML implementation was based on the time-dependent form of the complex
coordinate stretching formulation (Chew and Liu, 1996), with a quadratic profile
and the PML scaling and attenuation coefficients values of amax = Ny/2 and
Qmax = Omax27 fmax rad/s respectively. Thus, a PML layer was designed with
a width of 20 elements, Qnax = 2.56 x 106 rad/s and a. = 5.4. The excita-
tion signal was a negative normalized second derivative of a Gaussian function, also
known as a Ricker wavelet, centered at 40 kHz.

C.4 Results

C.4.1 Experimental studies

These studies monitor the progress of the changes in the properties of the orange dur-
ing storage under ambient conditions. Needless to say, dehydration increases with
storage time (Fig. C.2) due to weight loss through transpiration. Navelina dehy-
dration reaches 3.8 kg/m2 after 64 d under ambient conditions, while the Ortanique
reaches 2.69 kg/m? in the same period under identical conditions. Fig. C.2 can be
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explained as a non-linear relation with an asymptotic value. If we follow the hypoth-
esis that the transfer rate of water from the orange to the atmosphere depends on the
fruit surface area, the mass transfer coefficient and the difference between the water
potential of the fruit and ambient conditions (De-Smedt et al., 2002), and we suppose
the difference between fruit and ambient water potential is proportional to the water
content of the fruit, then the next expression can be fitted to a good theoretical basis:

Dh(t) =a (1 —exp (—bt)), (C.14)

where Dh is the dehydration during storage, kg/m?, ¢ the storage period, in days,
and R the correlation coefficient. Velocity of ultrasound through the orange peel
increases with time (Fig. C.2), from 120 to 220 m/s, approximately. Error bars, be-
tween 10 and 15%, are due to the intrinsic measurement procedure and the dispersion
between the seven oranges. Here, differentiation between the two orange varieties
is avoided. As in the case of dehydration, a non-linear asymptotic expression taking
three parameters can relate velocity with time:

c(t) =cop+a(l—exp(=bt)), (C.15)

Tabla C.3: Parameters obtained from the fit of experimental data to the theoretical expressions
for dehydration and velocity.

) Dehydration Velocity
Variety 5 5 5
a (kg/m”) b R co (m/s) a(m/s) b R
Navelina  4.12 0.036  0.99 109.4 123.8 0.063  0.97

Ortanique  2.76 0.047 0.99 112.1 108.2 0.064 0.97
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where c is the speed of ultrasound through the orange peel, m/s, and ¢ is the storage
period in days. The constant term is necessary due to the fact that there is non-zero
velocity on the day of the harvest.

The parameters obtained from the fit of experimental data to expressions (C.14)
and (C.15) for Navelina and Ortanique can be seen in Table C.3.

According to the accuracy of our experiment, the absorption of the ultrasonic
waves in the orange peel remains constant during the 2 months of measurement.
Navelina absorption remains at 1.8 £ 0.2 dB/mm and the Ortanique at 1.7 £ 0.3
dB/mm. The stability of absorption during storage time implies that this magnitude
cannot be used as a quality control parameter, as has been demonstrated in Camarena
et al., 2007. However, the absorption values measured here are very relevant for the
discussion concerning the nature of the waves used to evaluate the elastic parameters
of the orange peel.

C.4.2 Numerical studies

Figure C.4 on the left shows the snapshots of the normal stress modulus, illustrat-
ing the elastodynamic behavior of the modeled orange fruit with viscous loss. The
figures show the three wave motions predicted: the most large wavelength pressure
wave, the shear wave and the surface wave. In the sequence on the right, snapshots of
the particle position are shown. From this, it can be appreciated how the longitudinal
wave is strongly attenuated compared to the surface wave, which is the only one that
can travel until 1 cm along the fruit’s surface as it happens in the experiments.
Figure C.5 is a space-time plot. It reveals the recorded temporal signals versus
the distance to the excitation source for several points on the surface of the simulated
orange. Damping has not been considered in this simulation. From this plot, the
propagation speed of the different waves existing in the simulation can be calculated
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Figura C.4: Snapshots of the stress and the particle position for the fruit model with 1.8
dB/mm viscous loss.

by following the same procedure used in the experiment. The dotted white lines
represent the fit for the traces of waves of equal phase in time and space. They show
that two waves with different speeds can be detected on the surface of the orange
model: the longitudinal wave (circles, 1576.0 m/s) and the surface wave (squares,
200.2 m/s).

A second model was simulated in order to take into account the high absorption of
the vegetable fruit tissue, with the same parameters listed in Table C.2 and setting the
resistance coefficients to the attenuation values measured empirically (1.8 dB/mm,
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see Section 4.1). In this case, as can be seen from Fig. C.6, only a low propagation
speed wave is detected. The linear fit for the model with damping provides a wave
speed value of 196.5 m/s, which concurs with the velocity measured in the experi-
ment. From these simulations we can mainly conclude that our experimental device
is sensitive only to the surface waves, i.e. due to the high damping in the orange peel,
reflections of the longitudinal and shear waves in the inner parts of the orange can be
overlooked.

A deeper analysis of the simulation results can allow us to determine what type
of surface waves are being measured in the experiment. Fig. C.7 shows the three
components of the particle velocity of the wave as a function of depth (normalized to
the longitudinal wavelength (\7)): the longitudinal component and the shear com-
ponents, both vertical and horizontal. It can be seen that the particle velocity com-
ponents are spatially offset, in such a way that the longitudinal component is at a
maximum when the horizontal component is minimal. In addition, the wave is atten-
uated as a function of depth and the penetration length is approximately Az. Both are
specific features of Rayleigh acoustic waves. Moreover, below a depth of about 0.2
Az the velocity components are reversed, which means that the elliptical motion de-
scribed by the particles also behaves in the same manner: on the surface the particle
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Figura C.7: Space-time diagram
for the fruit model without damp-
ing. The circles represent the lin-
ear fit for longitudinal waves and
the squares represent the fit for sur-
face waves.
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motion describes ellipses passing backwards in the sagittal plane, at a depth of 0.2
Az the particle motion displays a minimum in all components and below this depth,
the elliptical motion of the particle turns in the opposite direction. From the results
provided by the simulations, the physical analysis confirms that the waves propa-
gating in the orange tissue are surface acoustic waves, more specifically Rayleigh
waves.

C.4.3 Relation between the dehydration status and the elastic param-
eters

The main hypothesis considered to determine the elastic parameters of the orange
peel is that the peel is a homogeneous water-like tissue, i.e. the longitudinal wave
speed is similar to that in water (¢, ~ 1500 m/s) and Poisson’s ratio falls in the range
between 0.49 < v < 0.5 (Goss et al., 1978) which results in an established relation
between the pure shear wave and the Rayleigh wave (¢, ~ 0.95¢,) (Malischewsky,
2005). From the linear elastic solid model, ¢, = (u/p)*/? and cp = ((A+2p)/p)*/?,
and the hypothesis listed above, the elastic parameters of the orange peel can be
determined using the following expressions:

c 2 2 c 2 2

() (o7 +4(%) ) o -2(3)
E=p 5 , V= 55 (C.16)

() o 20t =2()
with 8 = 0.95, ¢, is the ultrasonic measured speed, c,, is the longitudinal wave speed
in water, p is the orange peel density, E' is the Young modulus and v is Poisson’s
ratio. Thus, using the proposed empirical model for the propagation speed shown
in (C.14) and (C.15) and the previous relations (C.16), the evolution of the elastic
parameters during storage time can be obtained for the two varieties of orange (Fig.

C.8, top). Moreover, the evolution of the Young modulus can be correlated with
the measured dehydration process (Fig. C.8, bottom); this figure reveals an almost
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Figura C.8: (top) Evolution of 150 0.500
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linear relationship between the Young modulus and the measured dehydration of the
orange peel.

C.5 Discussion

Most ultrasonic devices are used in quality evaluation of fruit and vegetables in an at-
tempt to simply correlate the velocity and absorption of the ultrasonic wave traveling
through the tissue with the quality parameter of interest. These being either sen-
sory properties such as texture, physiochemical properties such as hydration degree,
or mechanical properties, for example — firmness. Nevertheless, a solid knowledge
about the type of wave that the ultrasonic device is measuring is necessary if we want
to evaluate the elastic parameters of the medium, which are definitely of significance
for its characterization.

The above simulation results show that the measured waves are surface Rayleigh
waves, and therefore the elastic parameter can be calculated from the measured wave
propagation speed values. Moreover, in this study has been found a relationship be-
tween the ultrasonically evaluated Young modulus and the measured dehydration of
the orange peel, which means that the elastic parameters predicted by ultrasound
are strongly related to an absolute physiological index. Therefore, the proposed ul-
trasonic test reported in this work is capable of determining the hydration state of
the orange simply by measuring the propagation speed of the Rayleigh waves on
the orange peel, and hence, can be used as a fruit quality index during postharvest
processes.
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C.6 Conclusion

An experimental method has been used to evaluate the hydration state and the ve-
locity of the ultrasonic waves in the peel of two varieties of oranges over their com-
plete dehydration process. Both magnitudes change with storage time (hydration
degree decreases and velocity increases) because the peel suffers many physiologi-
cal changes during its dehydration process and ageing. So, the measurement of the
ultrasonic wave velocity can be used to estimate the hydration degree of the orange.
Otherwise, in order to evaluate the effect of the dehydration on the mechanical char-
acteristics of the peel (Young modulus and Poisson’s ratio) a better understanding is
necessary on the nature of the ultrasonic waves that our experimental device is mea-
suring. A solid elastic model has been proposed to simulate the wave propagation
into the orange peel and a good agreement has been found between the ultrasonic
wave velocity measured in the experiment and the velocity associated to a Rayleigh
wave in the simulation. The values of the Young modulus obtained in the simulation
fall in the range between 40 and 132 MPa, considerably higher than the values ob-
tained from quasi-static measurements (1.57 MPa; Singh and Sreenivasula, 2006).
The proposed model is able to explain the low values of velocity obtained in most
of the experiments that make use of ultrasonic technology for fruit characterization
(Camarena et al., 2007; Baryeh, 2000; Grotte et al., 2002; Jindal and Techasena,
1985; Bunyaphlanan, 1973): the ultrasonic waves detected are shear or Rayleigh
waves, depending on the experimental configuration. Finally, this model allows the
elastic parameters during the storage time of the fruit to be obtained from the values
of the velocity measured and a linear relation has been found between the Young
modulus and the dehydration degree of the orange peel. This relation can be used as
a non-destructive method to estimate the hydration state of the orange.
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